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RESUMEN

Con el desarrollo de los mercados, la deuda privada ha aumentado su importancia
dentro de las carteras de los inversionistas institucionales. Su crecimiento ha motivado la
creacion de modelos que sean capaces de explicar y predecir el spread que los actores
del mercado exigen por asumir el mayor riesgo de estos instrumentos. Sin embargo
su medicién se dificulta por su poca liquidez, lo que genera alta incertidumbre en la

estimacidn de una estructura temporal con riesgo para la valorizacién de estos activos.

La presente investigacion propone una metodologia para estimar spreads en un
mercado poco liquido mediante un modelo dindmico reducido incluyendo informacién de
la curva libre de riesgo y de papeles riesgosos, con el fin de crear estructuras temporales
de spreads que se ajusten a los precios observados y que sean consistentes con la teoria.
Para hacer frente a la falta de observaciones propia de un mercado poco profundo, se
propone la agrupacion de los papeles riesgosos en clases de riesgo, que reinen activos
con caracteristicas comunes. El modelo se estima usando estimacién conjunta entre estas
clases, a través de una variacién del Filtro de Kalman, que posibilita la estimacién del
modelo en dos etapas para usar mas eficientemente la informacion de la estructura libre

de riesgo.

El modelo se aplica a una muestra de bonos empresariales del mercado Chileno,
separando las observaciones por clasificacion crediticia. Los resultados muestran que la
metodologia permite superar las dificultades originadas por la diferencia de liquidez entre
los papeles con y sin riesgo, mientras que la estimacion conjunta entre clases de riesgo

permite obtener spreads consistentes con el riesgo asumido en toda la estructura.

Palabras Claves: Spreads, Modelos Reducidos, Filtro de Kalman, Estimacién

Conjunta, Bonos Corporativos, Riesgo de Crédito.
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ABSTRACT

Private debt has increasingly become more important inside mayor investors portfolios.
This growing market has motivated the searching for new models with the ability of predict
and explain the spread demanded by the market for the addition of this higher risk into their
portfolios. However, measuring this spread is difficult because of the iliquidity of private
instruments, creating great uncertainty in the estimation of a risky term structure for the

valuation of these assets.

Current investigation propose a methodology for the estimation of credit spreads
in a market with infrequent trading through a dynamic reduce form model including
information from risk free term structure as well as risky assets, in order to provide
consistent spreads curves, capable of adjust observed transactions. To solve the problem
of lack of observations at some maturities, common in emerging markets, the grouping of
transactions into risk classes is proposed, generating more completed panel data by joining
securities with similar characteristics. The model is estimated using joint estimation
between these classes, by means of a variation of the Extended Kalman Filter, that allows
the separation of the estimation in two stages for a more efficient use of the risk free term

structure.

The model is tested using a sample of Chilean corporate bonds, grouping the
transactions by credit rating. The results show the success of the methodology in overcome
the drawbacks caused by the liquidity differences between risky and risk free securities,
while the joint estimation between classes generate spread structures consistent with the

risk assumed by investors at any maturity.

Keywords: Credit Spreads, Reduced Form Models, Kalman Filter, Joint Estimation,
Corporate Bonds, Credit Risk.
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Capitulo 1. INTRODUCCION.

El riesgo de crédito es la posibilidad de que una entidad incurra en pérdidas como
consecuencia de que sus deudores o contrapartes fallen en el cumplimiento oportuno, total
o parcial, de los términos acordados en los contratos de crédito. Esto se conoce también
como riesgo de default. Como resultado del riesgo crediticio, a las firmas se les cobra un
spread sobre la tasa libre de riesgo para compensar a los prestamistas por la incertidumbre
que toman al invertir en empresas con una mayor probabilidad de default. Sin embargo, las
ultimas investigaciones en este campo han postulado que los spreads de mercado podrian
tener otros componentes que también influyen en su determinacion y que no pueden ser

obviados a la hora de intentar modelarlos.

El desarrollo de estos instrumentos como fuente de financiamiento de las empresas ha
motivado la creaciéon de modelos que sean capaces de explicar los spreads observados y
relacionarlos con el riesgo adicional que se incorpora al incluirlos en las carteras de los
inversionistas. El acuerdo de Basilea II, propone la creacion de modelos internos de riesgo
de crédito que permitan establecer el capital necesario para asegurar la operacion de los
bancos inversionistas con un alto nivel de probabilidad. Para esto es fundamental tener
un buen modelo de spreads que permita valorizar dia a dia sus portafolios y cuantificar el

riesgo asociado a sus exposiciones.

Un aspecto clave de un modelo de spreads es que permite introducir maltiples factores
de variacion en las tasas de bonos con riesgo, permitiendo un mejor ajuste de los modelos,
ya que se ha comprobado que existen correlaciones imperfectas entre los movimientos
de bonos con y sin riesgo de default, mds aun, en algunos mercados desarrollados se
registra una correlacion negativa entre la tasa libre de riesgo y el spread de bonos privados

(Longstatt y Schwartz, 1992; Duffee, 1998).

La principal dificultad a la hora de modelar los spreads proviene de la carencia de
observaciones tanto de transacciones como de eventos de default que permitan calibrar
los modelos. Esto provoca que se necesiten largos periodos de tiempo para obtener datos

suficientes para la calibracion abarcando distintos ciclos econémicos. Todo lo anterior



resulta en estimaciones de spreads tremendamente voldtiles e inconsistentes con las
frecuencias de default calculadas a partir de los datos. Otra limitacién importante proviene
del hecho de que los spreads estdn directamente ligados a la estructura libre de riesgo, por
cuanto para obtener estimaciones consistentes se necesita como base una curva creible y

estable tanto en corte transversal como en serie de tiempo.

Existen dos corrientes principales de modelacion de spreads. Una de ellas, los
modelos estructurales, se basan en el trabajo de Merton| (1974), donde la clave para
describir el riesgo estd en considerar a los bonos y acciones de una firma como derechos
contingentes sobre sus activos. De esta forma, se modela la deuda con riesgo como una
funcién del valor de los activos de la firma y del tiempo, donde el umbral que gatilla
el default estd dado por el valor presente de esta deuda representada como un dnico
instrumento. Este enfoque es tutil cuando lo que se quiere es explicar los niveles de
spreads observados, sin embargo se ha comprobado que usar tasas historicas de default
para calibrarlo, genera spreads muy pequefios e inconsistentes con los observados en el
mercado, problema denominado como the credit spread puzzle ( Huang y Huang (2003),

Eom et al.| (2004), Ericsson et al.| (2006)).

Las extensiones de esta literatura tienen que ver con la relajacion de algunos supuestos
poco realistas de Merton (1974). Longstaff y Schwartz (1995) incorpora tasas de interés
estocdsticas. |Collin-Dufresne y Goldstein| (2001) crea un planteamiento donde el nivel
de deuda de las firmas cambia en el tiempo presentando reversion a una media de largo
plazo, lo que ayuda a obtener mayores niveles de spreads. |Duffie y Lando| (2001) incluye
informacién imperfecta en el modelo, argumentando que ésta justifica parte de los altos

spreads observados en bonos corporativos.

La segunda corriente principal son los modelos reducidos, también llamados modelos
de intensidad. Este tipo de modelos generalmente demandan una menor cantidad de
informacion que los sefialados anteriormente, lo que junto a su modelacion dindmica, que
posibilita la generacion de estructuras temporales, ha permitido su generalizacion para

la evaluacion de riesgo de crédito. El enfoque fundamental de los modelos de intensidad



consiste en evaluar los instrumentos riesgosos descontando sus flujos a una tasa mayor a la
libre de riesgo. Esta tasa puede modelarse como un proceso de intensidad, donde el spread
con el que se ajusta la tasa esta determinado por la intensidad de un proceso de saltos que
representa el default. Duffie y Singleton| (1999) demuestra que, bajo ciertas condiciones
de regularidad, en la estimacion de este tipo de modelos pueden usarse las mismas
herramientas que las usadas en modelacién de estructuras libres de riesgo, incluso si se usa
un modelo con saltos implicitos en la dindmica de las variables. Una importante ventaja
de este tipo de modelos, es que son capaces de generar spreads de crédito mas acordes
con los observados en el mercado, sin embargo carecen de una definicion estructural de
default, y por lo tanto no son tan ttiles si lo que se desea es encontrar la razén econémica

que los explica.

En este contexto |L1u et al.| (2006) plantea un modelo para estimar en forma conjunta
la dindmica de swaps de tasas de interés y la estructura libre de riesgo implicita en sus
transacciones, encontrando correlaciones negativas entre ambas. |Driessen (2005) propone
un modelo con saltos para el spread de bonos corporativos usando factores comunes y
especificos entre las firmas, concluyendo que los primeros estdn mds presentes en los
precios observados. Por otro lado Houweling et al.| (2001) concluye que se obtienen
mejores estructuras de spread al estimarlas en forma conjunta con la estructura libre de

riesgo.

En un mercado emergente la modelacion de spreads es aiin mas desafiante, por cuanto
no solo se registra falta de liquidez en el mercado privado, sino también en el mercado de
renta fija gubernamental, aumentando la incertidumbre en las estructuras libres de riesgo
generadas debido a la ausencia de observaciones para ciertos plazos. Esto tiene como
efecto generar estructuras de spreads aun mas volétiles y con formas poco conservadoras,

especialmente en los plazos con menos observaciones.

Una solucion planteada por Cortazar et al.| (2007) es la utilizacion de modelos
dindmicos para la estimacion de las estructuras temporales. Estos se imponen por sobre

los modelos estdticos por cuanto aprovechan la informacion histérica para extraer la



dindmica de las observaciones, permitiendo generar estructuras consistentes dia a dia,
incluso cuando no existen observaciones para ciertos plazos. De esta forma los precios que
el modelo estime para cada papel serdn una combinacién de la informacién contemporanea
(corte transversal) y de la informacién histdrica actualizada (serie de tiempo). En esta
misma linea Duffee| (1999) aplica un modelo dindmico para estimar la probabilidad de
default de una firma, asumiendo independencia de la estructura libre de riesgo. Su modelo
de un factor individual para cada firma no es capaz de explicar en conjunto el nivel y la

pendiente de las estructuras de spreads de los bonos de las mismas.

En un mercado poco desarrollado, la iliquidez imposibilita la estimacién de modelos
individuales de spreads por emisor, lo que hace imprescindible la agrupaciéon de la
informacién disponible. La agrupaciéon mds comun es la clasificacién de riesgo, la que
considera que el rating refleja los factores que pueden afectar la solvencia financiera de una
entidad, pues proviene de un andlisis exhaustivo de entidades especializadas que otorgan
una determinada clasificacion, englobando empresas con capacidad de cumplimiento

similar y que por tanto debieran pagar spreads similares en el mercado.

El objetivo central de esta tesis es proponer y estimar un modelo dindmico para tasas
de bonos riesgosos que permita obtener estructuras temporales de spreads consistentes
con las observaciones de un mercado emergente. El modelo planteado es un aporte por
cuanto se desarrolla una metodologia que aprovecha la informacion de la curva libre de
riesgo y las correlaciones histdricas entre las distintas clases, de modo de poder superar la
carencia de transacciones de un mercado emergente y hasta donde se conoce es pionero

en la estimacion de dindmicas conjuntas entre clases de riesgo para papeles privados.

El resto de la tesis se organiza como sigue. El capitulo 2 describe el estado del
arte en lo que a modelacion de spreads y estructuras temporales se refiere. El capitulo 3
describe las principales caracteristicas del mercado de renta fija chileno. Luego, el capitulo
4 plantea el modelo propuesto para el spread y la metodologia de estimacion. El capitulo
5 muestra los resultados de la aplicacion del modelo al mercado chileno y finalmente el

capitulo 6 concluye.



Capitulo 2. MODELOS DE ESTIMACION DE SPREADS.

El constante aumento de papeles privados en la cartera de inversionistas
institucionales, junto con su uso cada vez mas frecuente como alternativa de
financiamiento de las empresas ha estimulado el desarrollo de metodologias que sean
capaces de modelar la forma en la que el mercado incorpora el riesgo adicional de
estos instrumentos. El spread es la forma en la que el mercado refleja este riesgo y
corresponde a la diferencia de tasa con la que se valoriza un papel privado con respecto
a la tasa que tendria uno de idénticas caracteristicas pero libre de riesgo. Su modelacion
es dificultosa por cuanto el mercado secundario de papeles privados es menos liquido que
el gubernamental, generando gran incertidumbre en torno a como obtener el precio de

instrumentos que pueden no haberse transado hace largo tiempo.

Una de las principales corrientes de investigacién nace a partir del trabajo de Merton
(1974), los modelos estructurales, que modelan el proceso que siguen los activos de una
firma, para determinar con que probabilidad estos tendrdn un valor de mercado por debajo
de sus obligaciones, determinando su default. La segunda nace de Jarrow y Turnbull
(1992), los modelos reducidos que modelan directamente el proceso que siguen las tasas a
las que estan sujetos los papeles privados, por ser informacién presente en el mercado. Este
capitulo se inicia con una breve mirada a estos dos enfoques de modelacién de spreads,
para luego describir la forma de obtener la estructura libre de riesgo en un mercado poco
profundo y finalmente especificar una metodologia de estimacion de estructuras de tasas

de interés aplicable bajo las condiciones que establece un mercado emergente.

2.1. Modelos Estructurales.

Los modelos estructurales nacen a partir de Merton| (1974) que plantea un enfoque
para modelar la deuda emitida por agentes privados. Estos modelos se caracterizan porque
el default proviene del proceso que siguen los activos de la firma, existiendo un umbral
que lo desencadena. En particular el enfoque consiste en representar la deuda como un

derecho contingente sobre los activos de la firma y por lo tanto se puede valorizar usando



la teorfa de valorizacion de opciones. Se supone un mercado perfecto y sin fricciones,
junto a una estructura de riesgo conocida y plana, aunque la mayoria de estos supuestos
pueden ser relajados facilmente. Se asume ademds que el valor de la firma V' sigue un

proceso Browniano Geométrico dado por:

AV = (aV — O)dt + oVdz 2.1)

Donde C' es el pago de dividendos o intereses hecho por la firma o los flujos recibidos
por nuevos financiamientos si es negativo, o representa la volatilidad de los activos de
la firma. Por lo tanto un activo de esta firma tiene un valor Y = F(V,t) cuyo proceso

estd dado por la ecuacion

dY = (oY — Cy)dt + 0,Ydz, (2.2)

Los términos en se relacionan con mediante el lema de Ito, obteniéndose la
ecuacion diferencial que cumple el valor del activo:

1
502V2Fw +(V-C)F,—rF+F,+C,=0 (2.3)

De esta forma, si se considera que el activo Y es un instrumento de deuda emitido
por la firma con valor cara B, vencimiento 7', y se asume que el no pago de esta deuda
entrega los activos de la firma a los acreedores, se puede obtener la condicién de borde
que permite resolver la ecuacién 2.3} la que proviene del hecho de que los accionistas de
la firma pagaran la deuda B s6lo en caso de que el valor de sus activos en 7' supere este
pago.

F =min(B, Vr) = F =B —méx(B — Vr,0) (2.4)

Por otro lado si E representa el valor del patrimonio con £ = f(V,t), usando la

relacion contable V' = B + E se tiene que:

F = méx(Vy — B,0) (2.5)



Las ecuaciones y corresponden a las mismas ecuaciones de valorizacion de
una opciéon de compra europea que dan origen a la férmula de valorizacion de Black-
Scholes. De esta forma el patrimonio puede ser visto como una opcién de compra sobre
los activos de la firma con precio de ejercicio B equivalente a la deuda mantenida por la
misma. Por otra parte la deuda se representa como un bono con valor cara B menos una
opcion de venta. Es asi como el default ocurre cuando el valor de los activos traspasa el

umbral determinado por el nivel de deuda de la firma.

Un andlisis de las ecuaciones anteriores permite observar que el valor de la deuda
depende de la tasa de interés r, la volatilidad de los activos de la firma o, su valor V'
y la politica de pago de dividendos o intereses C'. Sin embargo no depende del retorno

esperado de la firma ni de la aversion al riesgo de los inversionistas.

Las principales dificultades a la hora de aplicar esta forma de valorizacidn tienen que
ver con la dificultad de representar la deuda como un activo homogéneo y constante, ya
que muchas veces esto resulta ser un supuesto poco realista, Ademas se debe sefialar que
en un mercado emergente no existe suficiente informacion histérica de la firma como para
estimar la volatilidad de sus activos, no siempre hay certeza acerca del valor de mercado
de la empresa y pocas veces se cumple con la jerarquia de pago de la deuda a la hora de
repartir los activos entre los acreedores. Todo lo anterior, hace que este tipo de modelos
sea poco aplicable, pues ademds de ser demandante en cuanto al tipo de informacién
requerida, el uso de variables propias de la firma dificulta la agrupacion de datos, tépico

relevante en mercados con pocas transacciones.

2.2. Modelos Reducidos.

Este tipo de modelos nace a partir de Jarrow y Turnbull (1992) y son estudiados
y profundizados en Jarrow y Turnbull (1995) y |Dutfie y Singleton| (1999). En contraste
con los modelos estructurales, esta corriente de modelacion asume que el mercado posee

informacion incompleta acerca de la situacion de las firmas, es decir, no es posible conocer



completamente su estructura de capital y/o el valor de los activos, por lo tanto se valen de

la informacion de mercado para valorizar los instrumentos con riesgo de crédito.

2.2.1. Enfoque de/Jarrow y Turnbull| (1995)

El planteamiento se basa en una analogia entre la valorizacién de activos en otra
moneda y la valorizacién de activos con riesgo de crédito. En concreto se asume que
el valor v;(¢,7") de un activo con probabilidad de default y promesa de pago de 1 al
vencimiento T es:

0 (L, T) = pi(t, Thea(t) 2.6)

donde p;(t,T) es el valor presente en t de obtener 1 unidad en T libre de riesgo y
e1(t) es la razén de pago del bono riesgoso, distinta de la unidad prometida debido a
la probabilidad de incumplimiento. De esta forma esta razon de pago es analoga al tipo de
cambio cuando se intenta valorizar un activo nominado en otra moneda. Para simplificar
el andlisis se supone que los procesos de la tasa de interés y la probabilidad de default son

independientes, ademds de un pago de 6 < 1 si la firma quiebra.

Usando la estructura anterior e imponiendo condiciones de no arbitraje, se concluye
que para que éste no exista, el valor de un bono con riesgo de crédito debe estar entre el de
un bono que paga ¢ sin riesgo y uno que paga el mismo nominal en esta misma condicion.
En este sentido, la importancia del trabajo de Jarrow y Turnbull consiste en demostrar la
existencia de un spread que de cuenta del riesgo de crédito asociado a una emisién con

probabilidad de default para que la economia asociada no admita arbitraje.

En su derivacién, los autores asumen independencia entre la probabilidad de
incumplimiento y el proceso de la tasa spot, argumentando que si bien el supuesto
es facilmente relajable, se obtendrian soluciones complejas para las ecuaciones de

valorizacion, factibles de ser solucionadas s6lo mediante métodos numéricos.

En tiempo continuo, la ecuacion de valorizacidén de un bono riesgoso en este tipo de
modelos es:

v(t,T) = [e‘A(T_t) + (1 — e_’\(T_t))] p(t,T) (2.7)



donde p(t,T) es el factor de descuento libre de riesgo para traer los flujos recibidos en T
a valor presente. El pardmetro ) representa la intensidad media de un proceso de llegadas
de Poisson que representa el default y por tanto el factor exponencial es la probabilidad
de incumplimiento en el intervalo. De la ecuacion se deduce que el planteamiento permite
valorizar un bono con riesgo de crédito en base a los pagos que se reciben en los escenarios

de existencia o no de incumplimiento.

Como se observa, este planteamiento es menos demandante en cuanto a la
informacion requerida para poder estimar el modelo (s6lo se necesita conocer los
pardmetros A\ y ¢), de hecho si se asumen probabilidades de default constantes, sélo se
necesita un par de observaciones de bonos riesgosos para estimar la estructura de spreads

asociada.

2.2.2. Enfoque de Duffie y Singleton| (1999).
2.2.2.1. Descripcion del Enfoque de Modelacion.

Un importante desarrollo de los modelos reducidos es el enfoque planteado por|Duffie
y Singleton (1999). En €l se establece que bajo ciertas condiciones técnicas, un bono con
default puede ser valorizado igual como un bono libre de riesgo, descontando a una tasa R
ajustada por el riesgo de incumplimiento. Es decir, que esta tasa puede ser parametrizada
con modelos multifactoriales tal como en el caso de la tasa libre de riesgo, independiente

del proceso seleccionado para las variables que las representan.

En primer lugar se asume que existe una medida de probabilidad equivalente (),
bajo la cual existen una tasa de mortalidad instantdnea o hazzard rate h; y una pérdida
fraccional de valor del bono L; al momento del defaulzﬂ La tasa h, es comun entre los
modelos reducidos, los que asumen que el proceso de incumplimiento puede ser modelado
como un proceso de mortalidad donde h, representa la frecuencia con la que una firma
sale de la muestra, modelado tipicamente como un proceso de llegadas de Poisson con
intensidad media h,. L; por su parte, representa la pérdida fraccional de valor de un activo
debido a la ocurrencia del default en el tiempo t. En su definicion debe establecerse

"En la notacién de Jarrow y Turnbull (1995), h; es equivalente a A y L; corresponde a (1 — §).
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si la pérdida es una fraccion del valor cara de la emision o del valor de mercado. Lo
mas correcto es suponer que representa un porcentaje del valor cara, sin embargo por
simplicidad y debido al ahorro computacional que significa a la hora de estimar el modelo,

se asume que representa una fraccion del valor de mercado del activo.

La primera condicion técnica exigida por los autores es que ambas tasas h; y L; sean
determinadas exdgenamente, es decir, que no dependan del valor de mercado del activo.
El supuesto sobre h; es comun entre los modelos reducidos, mientras que el de L; es
concordante con su definiciéon como fraccién constante del valor de mercado del activo
(RMYV - Recovery of Market Value). De lo anterior se desprende que para otras definiciones
de L, por ejemplo su representacion como una fraccién constante de recuperacion del
valor cara del instrumento, éste no puede suponerse exdgeno. Si bien este supuesto no es
imprescindible, en cuanto a que las ecuaciones de valorizacion de un bono sin €l siguen
siendo validas, es importante ya que permite obtener ecuaciones diferenciales lineales en
los parametros que a su vez se traducen en soluciones con formas cerradas para poder

estimarlos?l

La segunda condicién, denominada condicion de regularidad supone que no existen
saltos en el valor del bono justo en el momento del default. Es decir, si bien el modelo
permite saltos sorpresivos, éstos ocurren justo en el momento del default con probabilidad
cero. Esta condiciéon permite que la estructura planteada sea extensible a modelos con
saltos asegurando la existencia de una solucidn tnica para la ecuacion de valorizacién del
bono bajo una martingala (), sin embargo no es necesaria para modelos de difusién sin

saltos, donde el supuesto se cumple por definicion.

Planteadas estas condiciones, los autores desarrollan la estructuracion para
valorizacion de papeles con riesgo de default. La derivacion en tiempo discreto entrega
una forma mads intuitiva de comprender las relaciones que permiten la valorizacién de
estos papeles, y por tanto de explicar el modelo planteado en esta tesis. Duffie y Singleton

(1999) generaliza luego los resultados para tiempo continuo.

ZDuffie y Singleton| (1999) aborda el planteamiento del problema con un L; endégeno, obteniendo
ecuaciones diferenciales no lineales que deben ser resueltas mediante métodos numéricos.
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2.2.2.2. Derivacion de la Ecuacion de Valorizacion de un Bono con Default en Tiempo

Discreto bajo el Enfoque de Duffie y Singleton| (1999).

Se tiene un activo riesgoso con promesa de pago X a la madurez. Se supone una
probabilidad de default entre s y s+ 1, hs bajo una medida neutral al riesgo (), condicional
a que no lo ha habido hasta s, ¢, es la recuperacion en unidades de valorizacion en caso de
default en s. Ademds se supone la existencia de una tasa libre de riesgo 7 bajo la misma

medida de probabilidad (). Bajo este planteamiento el valor V; de este activo es:

Vi=(1—h)e " E2(Vii1) + hie ™ E(@r11) (2.8)

El primer término del lado derecho de la ecuacién representa el valor esperado bajo
la medida @ de recibir el mismo papel en ¢ + 1 dado que no hubo default, donde (1 — h;)
representa la probabilidad de que no haya habido default entre t y t+1. El segundo término
representa el flujo esperado en caso de default en t + 1, multiplicado por la probabilidad
de ocurrencia de este evento, en conjunto ambos flujos representan el equivalente cierto

del papel y por tanto, debe ser traido a valor presente mediante la tasa libre de riesg(ﬂ

La férmula anterior muestra el valor de un bono de descuento expresado en forma
recursiva en base a su valor en un periodo de tiempo mas. Despejando recursivamente

hacia delante se llega a la férmula general expresada en la ecuacion [2.9]

T-1
V, = EtQ 6_25;01 Ttk X H (1 _ ht+j)
L Jj=0
-1 ) j
+ EBP Z hiyje” Xk RO H (1= hiym-1) (2.9)
L7=0 m=0

La expresion anterior es vélida sélo si se supone que h;—; = 0, lo cual es consistente
con la definicién de h; como una probabilidad condicional a que no ha habido default
hasta ¢. Si bien la féormula entrega una expresion vdlida y general para la valorizacién
3En valorizacién neutral al riesgo, el Equivalente Cierto (EC[X]) representa el flujo por el cual un

inversionista racional estarfa indiferente a intercambiar un activo riesgoso por el flujo X prometido por
este activo.
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de un activo riesgoso, su evaluacion es compleja por cuanto implica conocer los valores
intertemporales de r, h y L en cada periodo de tiempo entre ¢ y la madurez 7' del activo, sin
embargo la forma en la que ¢ fue definido (supuesto de recuperacién del valor de mercado)

permite simplificarla aplicando la relacién:
ori = (1= L)Viy (2.10)

Reemplazando la expresion anterior en la formula de valorizacion se obtiene el valor

de un instrumento con riesgo bajo las condiciones planteadas anteriormente.

T-1
T—1 )
V, = Xpe 2= " [T (1 = hegwLein) (2.11)
k=0

Finalmente cada uno de los términos de la pitatoria pueden ser reformulados usando
la aproximacién e¢ = (1+¢) vélida para c suficientemente pequefio[’} Se obtiene entonces
la expresion aproximada para un bono con riesgo de default bajo las condiciones técnicas

especificadas anteriormente, dada por la férmula

Vi = Xre~ Y0 reitheriLet; (2.12)

Se observa que la expresion anterior es equivalente a la férmula de valorizacion de un
bono de descuento libre de riesgo, descontado a una tasa R ajustada por el riesgo adicional
del papel. Duffie y Singleton/ (1999) concluyen que este ajuste puede incluir otros términos
para considerar por ejemplo diferencias de liquidez o tributarias entre papeles con y sin
riesgo, y que cada uno de estos términos adicionales puede ser modelado en el espacio
de estados usando las mismas técnicas que en la modelacion de tasas de interés libres de

riesgo.

La importancia de este enfoque, es que demuestra que la modelacion de la tasa de
un papel con riesgo de default como la suma de la tasa libre de riesgo més un spread

determinado por multiples factores, puede ser aplicada en modelos para la dindmica de los

“El uso de tasas anuales y divisiones en intervalos de tiempo pequefios (por ejemplo dias) permite que la
aproximacién mantenga un error del orden de 1E-07 con respecto al valor real de la expresion e®.
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factores que determinan esta tasa, tanto del tipo de difusion Markoviana como en modelos
de difusién con saltos. En una representacion en el espacio de estados, el término h;L;
puede ser representado por una o més variables no observables sin la necesidad de suponer
un valor para L;, sin embargo su separacion de h; es s6lo posible si se usa en la estimacién

informacion de probabilidades de default ademas de los bonos riesgosos.

2.3. Modelacion de la Estructura Libre de Riesgo.

Para medir y modelar spreads, es necesario contar con una estructura libre de riesgo
que permita obtenerlos, ya que usualmente se tienen observaciones de tasas o precios de
bonos riesgosos, a partir de los cuales deben derivarse los spreads. Para la modelacion de
estructuras temporales de tasas de interés existen dos corrientes principales, los métodos

estaticos y los dindmicos.

Los mds comunes dentro de los primeros son los modelos paramétricos de Nelson y
Siegel y Svensson. El anexo |Al resume las caracteristicas de ambos modelos. En ellos se
usa la informacion contempordnea para calibrar los pardmetros periodo a periodo. Este
tipo de modelos es aplicado con éxito en mercados profundos debido a su simplicidad
y buen desempeio cuando se tienen datos bien distribuidos en el corte transversal,
sin embargo en mercados emergentes, con bajos niveles de liquidez, pueden generar
estructuras poco consistentes dia a dia ante la falta de observaciones en determinados

plazos, sobrestimando la volatilidad real de la curva.

Los modelos dindmicos son una respuesta a este problema. Estos permiten aprovechar
la informacion histérica para estimar en forma conjunta la estructura de tasas actual y su
dindmica. De esta forma se extrae la mayor cantidad posible de informacién del mercado,
lo que posibilita una mejor estimacion de estructuras temporales, pues se considera tanto la
informacién contempordnea de corte transversal, como la informacién de serie de tiempo,
actualizada por la dindmica ajustada por el modelo de los movimientos estocdsticos, de la

tasa que se desea modelar.
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Para modelar la tasa libre de riesgo en un mercado de pocas transacciones, Cortazar
et al.[ (2007) plantea un modelo generalizado de Vasicek basdndose en la formulacién de
Langetieg (1980). En él se modela la tasa de interés dependiendo de N factores estocasticos

x que siguen un proceso de reversion a una media de largo plazo.

r=1"z"+ ¢ (2.13)

La dindmica de cada uno de los factores = queda determinada por la expresion|[2.14

En la ecuacion anterior K y X son matrices diagonales donde cada elemento
ki; y o4 representa la velocidad de reversion a la media y volatilidad del factor z;
respectivamente. El término dw; por su parte representa un vector de movimientos

Brownianos correlacionados tal que:

(dw)'(dw) = Qdt (2.15)

Donde cada elemento de la matriz €2, p;; representa la correlacion entre el factor iy
J. Para lograr la estacionariedad de la tasa se pide como condicién que cada uno de los
elementos k; de la matriz K sean distintos de cero con el fin de evitar raices unitarias.
Bajo esta especificacion, la tasa r tiende a una media de largo plazo ¢y dado que cada uno

de los factores determinantes tiende a una media de largo plazo igual a 0.
Finalmente asumiendo un precio de mercado del riesgo A, el proceso ajustado por

riesgo para los factores x; queda:

Aplicando el Lema de Ito sobre la estructura planteada anteriormente, es posible
encontrar una expresion cerrada para el valor de un bono de descuento en funcién de

los factores que determinan la tasa, cuyo valor esta dado por las ecuaciones y
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La derivacion de los términos u(t) y v(¢) se muestra en el Anexo

P(xy,7) = e @etv(m) (2.17)
1 —e ki
o - (=)
n )\Z 1 _ 71€1T

or) = ) (T - ) o

i=1 t

1 al 0i0;Pij L—e ™™ 1—ehm 1 — e (hth)r

- R L _ - 2.18

Esta modelacién es una representacion canonica en el sentido de |Dai y Singleton
(2000), en cuanto posee el minimo nimero de factores necesarios para hacer el modelo
identificable. Esto se logra luego de aplicar una transformacion lineal 7'(z) a las variables
de estado, factible gracias al hecho de que estas son variables no observables y por lo
tanto cualquier conjunto de ellas puede ser usado para explicar a la variable observable.
Mas adelante, cuando se establezca el modelo para la tasa de un papel con riesgo, se
especificara la forma de obtener esta matriz 7'(z), aprovechandola para obtener un modelo

canodnico identificable para la tasa con riesgo.

Otros modelos multifactoriales de tasas de interés necesitan asegurar un valor positivo
para la misma, puesto que se modelan estructuras nominales, usando para la dindmica de
los factores un proceso CIRﬂ Para la creacidn de una estructura real de tasas de interés, es
decir, ajustada por inflacién, un modelo Vasicek permite obtener tasas negativas, las que

se dan en periodos de alta inflacion, principalmente en los plazos cortos de la estructura.

El nimero N de factores que afectan la dindmica de la tasa libre de riesgo es
una eleccion que implica un trade-off entre dificultad de estimacion y flexibilidad para
ajustar de mejor forma estructuras temporales complejas. |Cortazar et al.|(2007) aplica este

>Un proceso CIR (Cox, Ingersoll y Ross) es un proceso de difusién de raiz cuadrada donde la dindmica de
los factores estd dada por la ecuacion:

dr = (a — Bz)dt + o/zdw

El segundo término de la derecha implica que el factor x s6lo puede tomar valores positivos para conservar
las soluciones dentro del espacio de niimeros reales.
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planteamiento al mercado chileno usando 3 factores para modelar la tasa libre de riesgo
en UF, logrando un buen ajuste a los datos y explicando un 99 % de la varianza de los

mismos.

2.4. Metodologia de Estimacion: El Filtro de Kalman Extendido.

Para estimar un modelo dindmico se necesita determinar por un lado los pardmetros
que rigen el modelo y por otro las variables de estado que representan la variable que
se desea modelar. El filtro de [Kalman| (1960), permite estimar pardmetros y variables
de estado de forma simultinea, usando la informacion observada en la fecha que se
quiere estimar, asi como en fechas anteriores, permitiendo un cierto grado de error
en la observacion de la variable dependiente, aspecto importante en un mercado poco
desarrollado, pues la observacién podria estar determinada por condiciones especificas
de la transacciéon que no representan informacién de mercado. Originalmente el filtro
de Kalman fue desarrollado como respuesta a problemas de ingenieria de control y
telecomunicaciones, sin embargo ha sido aplicado con éxito a problemas de ingenieria

financiera.

Para realizar la estimacion de pardmetros, el filtro calcula la distribucion de las
innovaciones de observaciones en el proceso, entendiendo por innovaciones al cambio de
la curva generada por el filtro en dos dias consecutivos. Esta distribucién permite obtener
una funcién de verosimilitud que al ser maximizada da lugar a estimaciones consistentes
de los pardmetros que rigen la dindmica de las variables de estado. La metodologia
propuesta por Kalman se define para procesos gaussianos, por lo tanto para aplicarlo es
necesario suponer que los errores de observacion del modelo distribuyen normal, aunque
este supuesto puede ser relajado. Originalmente el filtro de Kalman requiere paneles
de datos completos lo que puede redundar en la pérdida de informacién disponible o
agrupacion de la misma para cumplir con esta condicién, sin embargo [Sgrensen (2002) y
Naranjo (2002) muestran que este requerimiento puede ser relajado, ya que las ecuaciones

del filtro aplican para un numero m; de observaciones dependientes del tiempo t.
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El filtro de Kalman se define en el espacio de estados mediante ecuaciones de medida,
transicion y prediccion. La ecuacion de medida es la que relaciona las variables observadas
y no observadas.

2y = HtQZt + dt + Uy Vg ~ N(O, Rt) (219)

El vector z; de longitud (m,x1) redne las variables observadas en el periodo t. H; es
una matriz de (m;xn), donde n es el nimero de factores del modelo o, dicho de otra forma,
de variables de estado x; que explican las observaciones, d; es un vector de constantes que
da cuenta del desplazamiento necesario para llevar de las variables no observables a las
observadas y v; es una variable estocéstica no correlacionada de media cero y varianza R,
que representa los errores de medicion de distribucion normal que se suponen al plantear

el filtro.

La dindmica de las variables de estado se representa en el filtro mediante la ecuacién
de transicion.

v =A 1+t e g ~ N(0,Qy) (2.20)

La férmula anterior describe la relacion lineal que existe entre estados, asi como
la distribucion normal multivariada de las perturbaciones ¢ que permiten modelar la
incertidumbre en la estimacion de las variables de estado del periodo siguiente. Definidas
ambas ecuaciones, Kalman determina la forma de estimacion del espacio de estados
mediante una minimizacion del error cuadratico de estimacion, es decir si Z; es la
estimacion de la variable de estado z; dada la informacién disponible hasta ¢, el error

cuadratico de estimacién se define por:

Pt = E(l’t — l%g(l't — i't)l (221)

Dado que z; y F; retinen toda la informacién disponible hasta ¢, el filtro de Kalman
es un método recursivo de estimacion, esto implica que de haber nueva informacion
observada en ¢t + At (z;5a¢), se puede estimar los nuevos valores Z; anr V Prying. A

continuacion se explica el procedimiento para realizar esta estimacion.
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Dada la informacion disponible hasta t, es decir conocidos Z; y F;, es posible estimar

sus valores en un periodo At mds adelante gracias a las ecuaciones de prediccién:
Toyade = Arrarts + Copne (2.22)

Printy = Apat PiAviad + Quia (2.23)

La forma en la que se describen las ecuaciones anteriores resalta la naturaleza
bayesiana del filtro en el sentido de que la estimacion de los valores en ¢t + At es
condicional a los valores estimados para el tiempo ¢. Con estos estimadores, es posible
hacer una prediccion de las observaciones del proximo periodo gracias a la ecuacién de

medida:

Zepadt = Hipaeleyas + digag (2.24)

Luego al recibir nueva informacidn, es posible contrastar la prediccién del filtro con
las nuevas variables observadas, haciendo posible encontrar la nueva prediccion del filtro
que es un promedio ponderado entre la informacion contemporanea y toda la historia

contenida en las predicciones antes detalladas.
Torar = Tepae + Kipae (Zt+At - 5’t+At|t) (2.25)
Pryar = (I = KeyacHiiar) Py ay (2.26)

En las ecuaciones anteriores (también llamadas paso de actualizacion), I corresponde
a la matriz identidad de dimensién (nxn)ﬂ mientras que K es la denominada ganancia de

Kalman y estd definida por las ecuaciones y
Kyt = Pt+At|th+At/Qt_+1At (2.27)

Qirar = Ht+AtPt+At|th/+At + Riyat (2.28)

Cabe recordar que n define el niimero de variables de estado usadas para representar la variable observable
que se estd modelando.
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Q1 A, es la varianza de la prediccion de las innovaciones y junto a la esperanza de
la prediccion permiten caracterizar la distribucion de las innovaciones y por lo tanto son
la base para realizar la estimacién de los pardmetros del modelo mediante el método de

maxima verosimilitud.

El método de maxima verosimilitud busca encontrar el set de pardmetros que
maximiza la probabilidad de que los datos provengan de una distribucién supuesta
inicialmente. Bajo ciertas condiciones de regularidad, este método entrega estimaciones

consistentes y asintéticamente normales.

La distribucion inicial que se supone, proviene de las distribuciones de los errores
descritos en las ecuaciones y Las variables x; y v; distribuyen normal, lo que
implica que z; y por lo tanto Z;; a; distribuyan normal, como la suma de variables normales
y una constante. De esta forma, dado que ya se definié la media y la varianza de las
innovaciones en las ecuaciones [2.24]y [2.28] es posible describir su funcién de distribucién

de probabilidad segun:

1 1

fzt+At‘t<Zt+At) = W exp —E(Zwrm - 2t+At|t>,Qt_1(Zt+At - 5t+At\t) (2.29)
t+At

Dada la ecuacién [2.29] que describe la densidad de probabilidad de las innovaciones
Ziyaee Y la independencia de las variables x4 ass Y vi4-a¢)t» €8 posible obtener la densidad
de probabilidad conjunta de las innovaciones como la multiplicacion de las funciones

expresadas en [2.29] representada en su forma logaritmica en la ecuacion [2.30,

1

1 1
log L()) = ) (log% — 5 log || - 5

t

(2 — ?:’t\t+At)/Qt_l(Zt - 5’tt+At>> (2.30)

La ecuacidn anterior resalta la dependencia de la funcién de verosimilitud del vector
1 que redne los parametros que rigen la dindmica del modelo. De esta forma maximizando
la ecuacién [2.30] es posible obtener estimaciones de los pardmetros consistentes con

las observaciones diarias. Como esta maximizacion es invariante frente a constantes, en
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realidad se maximiza la funcién de verosimilitud descrita por:

- 1 1 . _ )
log L(¢) = 5 Z log 2] — 2 Z (2t = Zoeran)' Yz — Ztjt+At) (2.31)
t

t

Se ha descrito la forma en la que se estimardn de manera conjunta los pardmetros y
variables de estado del modelo, sin embargo ain quedan pendientes dos tépicos para poder
aplicar el método de estimacidn. El primero son los valores iniciales que tomara el filtro y
el segundo describe como aplicar el filtro cuando la relacion entre las variables de estado

y las observables es no lineal.

Para inicializar el filtro es necesario definir los valores primitivos del vector de estados
y la matriz de varianza-covarianza de los errores de estimacion. Dado que estamos frente a
un modelo estacionario (se han supuesto todos los componentes de la matriz de reversion
distintos de cero) es posible utilizar los momentos incondicionales de las variables de

estado, puesto que no se dispone de mayor informacion.

En @ksendal (2003) se demuestra que los momentos condicionales del vector de

estados estan dados por:

Eyxy(T)) =e ¥ T 09t)  i=1,..,N (2.32)
1 — e (kitk;)(T—1)

ki + k;

COUt(.fC7;<T>,SL’j(T)) = 0,0 Pij Z,] = 1, ey N (233)

Donde las ecuaciones [2.32] y [2.33] representan los elementos de las matrices de
esperanza y varianza-covarianza que describen los dos primeros momentos condicionales
del vector de estados. De esta forma, los momentos incondicionales se obtienen del valor
de largo plazo de las ecuaciones anteriores dado por:

ltm Ey(2;(T)) = 0 (2.34)

T—oo

Iim Covy(z;(T), x;(T)) = 9i9;Pij

2.3
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Por lo tanto el vector de variables de estado se inicializa en 0, mientras que la matriz de
varianza-covarianza de los errores de estimacién tiene como componentes iniciales cada

uno de los términos descritos en la ecuacién 2.33]

2.4.1. Extension del Filtro de Kalman para una Ecuacion de Medida No Lineal.

Originalmente el filtro de Kalman supone una relacion lineal entre las variables
observables y no observables a través de la matriz H, sin embargo en modelacién de
tasas de interés esto se cumple s6lo para bonos de descuento. La existencia de cupones en
la mayoria de los papeles de largo plazo, hace necesario la aplicacion de la extension del
filtro de Kalman, que define la ecuacion de medida cuando no se cumple este supuesto,

propuesta por Harvey| (1990) quien aplica un desarrollo de Taylor de primer orden.

La ecuacién de medida en este caso supone que existe alguna funcién P(x;) que

relaciona las variables observables y no observables segtin la ecuacion:

Zt = P(l’t> + V¢ Ve ~ ]\/V(O7 Rt) (236)

Segun |Harvey| (1990), la ecuacion anterior puede ser linealizada utilizando una
aproximacion de primer orden mediante el desarrollo de Taylor donde el punto en torno al

cual se linealiza estd dado por la prediccion del filtro 2, ;.

OP(zy)

P(x;) = P(Zyp-nt) + B
t

(Tr — Typ—nt) (2.37)

Tt=Tt|t—At

De esta forma se define una nueva ecuacion de medida linealizada dada por la

ecuacion 2.38]

2= Hx,+di+ve v~ N0, Ry) (2.38)
donde
_ 0P
f, - 90@) (2.39)
ox;

Tt=Tt|t—At
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OP(z,)

dy = P(&y— —
t ( tlt At) B,

(Zeje-ar) (2.40)

Te=E41_ At

El anexo [C] muestra el desarrollo que permite comparar la matriz H para un bono de
descuento y la matriz linealizada para un bono con cupones, de donde se obtiene que los
términos de la matriz H en correspondiente a la observacion 7 y el factor j y de la
observacién ¢ del vector d estan dados por:

Ncup
ubI Z C«]’éeukaﬂrvk
70,7 k=1
" = (2.41)

Ncup
> Ctyerie s
k=1

d, =TIR) — H}% (2.42)

Donde T'IR} es la prediccion de la tasa interna de retorno del filtro para el papel 1,
dado un vector de variables de estado predichas Z y estd dada por el valor que resuelve

numéricamente la ecuacién

Ncup Ncup
T]RB =Y | Z C’keyotk — Z Ckeu;vz—&-vk (2.43)
k=1 k=1

Aplicando la linealizacion anterior, es decir reemplazando la matriz H en las
ecuaciones a por la nueva matriz H linealizada, se cumplen todas las condiciones
para estimar un modelo dindmico usando papeles con cupones mediante el filtro de

Kalman Extendido.
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Capitulo 3. CARACTERIZACION DEL MERCADO DE RENTA FIJA CHILENO.

El Mercado de Renta Fija Chileno estd compuesto por todos aquellos instrumentos
de deuda emitidos por el Banco Central de Chile, la Tesoreria General de la Republica o
las Instituciones Financieras y Empresas del pais. A continuacion se presenta una breve
descripcion de los instrumentos que lo componen para luego analizar su presencia en el

mercado y en las carteras de los principales inversionistas.

3.1. Instrumentos de Renta Fija Chilenos.

En Chile, los instrumentos de renta fija son emitidos en 3 monedas principales:
Pesos (CLP), Délares (USD) y Unidades de Fomento (UF) ﬂ Esta dltima es una moneda
reajustable, indexada a la inflacion vigente en el pais que se calcula a principios de cada
mes para el periodo comprendido entre el dia 10 de dicho mes y el dia 9 del mes siguiente,
de acuerdo a la tasa promedio geométrica de la variacién del IPC del mes anteriorﬂ seglin
la férmula:

UF, = UF,_1(1 + IPCpey_y )Y/ diasmes (3.1)

Separando por madurez de las emisiones, el mercado puede clasificarse en
Instrumentos de Intermediacion Financiera (IIF) e Instrumentos de Renta Fija (IRF). Los
primeros corresponden a instrumentos de corto plazo, mayoritariamente menores a 1 afio,
emitidos como alternativa de financiamiento de las empresas e instituciones financieras o
bien como herramienta de regulacién monetaria por el Banco Central. El mercado IRF por
su parte, estd compuesto por obligaciones de largo plazo y constituye una de las principales

fuentes de financiamiento de empresas e instituciones financieras.

La tabla [3.1] muestra una descripcion del nimero de papeles por mercado y

moneda. Una comparacion por mercado denota que si bien el mercado IRF tiene un

"Existe una cuarta moneda, el Indice Valor Promedio (IVP) que se calcula en base a variaciones de la UF,
pero representa menos de un 1 % de los saldos vigentes de renta fija al 28/12/2007.

$La inflacién de un determinado mes es estimada mediante la variacién del Indice de Precios al Consumidor
(IPC) que publica mensualmente el Instituto Nacional de Estadisticas. Este se calcula en base al valor de
mercado de una canasta de bienes representativa del consumo de una familia.
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TABLA 3.1. Numero de Papeles y Saldos Vigentes por Mercado y Moneda al 28/12/2007

Mercado | Moneda | Niimero de Saldo Porcentaje

Papeles (billones CLP) | de Saldo

CLP 2.176 14,71 47,43 %

IIF UF 4.429 11,14 35,90 %
USD 664 5,17 16,67 %

Total ITF 7.269 31,02 46,15 %
CLP 34.129 3,18 8,78 %

IRF UF 15.953 32,75 90,49 %
USD 27 0,27 0,73 %

Total IRF 50.109 36,20 53,85 %
Total General 57.378 67,22 100 %

mayor nimero de emisiones vigentes, los saldos se distribuyen equitativamente. La
Intermediacion Financiera estd compuesta principalmente por depdsitos a plazo fijo
emitidos por instituciones financieras que operan en el pais, observindose un mayor
numero de emisiones en UF, pero saldos vigentes mayores en pesos. Los saldos de papeles

de largo plazo, por su parte se concentran casi totalmente en emisiones en UF.

El mercado IRF puede clasificarse en distintos papeles que difieren tanto en sus
emisores como en su finalidad. A continuacion se describen los principales tipos de

papeles que lo componen:

Renta Fija Gubernamental: Papeles emitidos por el Banco Central o la Tesoreria

General de la Republica.

= Bonos del Banco Central
- BCP: Papeles del tipo bullet emitidos por el Banco Central en pesos, pagan
intereses semestrales y la totalidad del principal al vencimiento. Se emiten
en plazos de 2, 5y 10 afios con tasas de emision de 6 % y 8 %.
- BCU: Papeles del tipo bullet emitidos por el Banco Central en UF, pagan
intereses semestrales y la totalidad del principal al vencimiento. Se emiten
a plazos de 5, 10 y 20 afios con tasas de emision de 3 % y 5 %. La primera

emision de papeles BCU fue en septiembre de 2002.



25

- PRC: Papeles amortizables emitidos por el Banco Central en UF, pagan
cupones semestrales e iguales. Las tasas de emision varian entre 5 % vy
6,5 % y sus plazos entre 4 y 30 afios. Estos papeles dejaron de emitirse en
agosto de 2002, pero contindan transdndose activamente en el mercado.

- CERO: Cupones de Emisién Reajustable Opcional, bono cero cupén
emitido por el Banco Central como opcion para sustitucion o canje de
cupones de pagarés reajustables (PRC).

- Bonos en USD: Papeles cero cupodn, bullet o amortizables emitidos en
ddlares de Estados Unidos.

= Bonos de Reconocimiento

- BR: Bono emitido por el Instituto de Normalizacion Previsional para
reconocer cotizaciones de trabajadores previas al cambio de sistema
previsional en 1980.

= Bonos de Tesoreria

- BTP: Igual a los BCP en estructura de pagos, emitido por la Tesoreria
General de la Republica en pesos. S6lo existe una serie emitida en marzo
de 2007, a tasa de emision de 6 % con plazo de 20 afios.

- BTU: Iguales a los BCU en estructura de pagos, emitidos por la Tesoreria
General de la Reptblica en UF. Se emiten en plazos entre 10 y 30 afios,
con tasa de emision entre 2,1 % y 4,5 %. Comienzan a emitirse a partir de

octubre de 2003.

Renta Fija Privada: Papeles emitidos por Instituciones Financieras y Empresas que

operan en el pais.

= Bonos Bancarios (BB): Instrumentos de deuda de largo plazo emitidos por
bancos u otras instituciones financieras como alternativa de financiamiento.

= Bonos Corporativos (BC): Instrumentos de deuda de largo plazo emitidos por
empresas como alternativa de financiamiento.

= Bonos Securitizados (BS): Instrumentos de deuda de largo plazo emitidos

por empresas securitizadoras formando patrimonios separados con objetivos
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especificos fijados por sus clientes. Normalmente estin constituidos por una
serie premium y una subordinada de peor clasificacion crediticia.

= Bonos Subordinados (BU): Bonos emitidos por bancos para cumplir con los
requerimientos de capital impuestos por la superintendencia que los regula.

» Letras Hipotecarias (LH): Instrumentos de deuda emitidos por bancos
e instituciones financieras para el otorgamiento de créditos con garantia

hipotecaria.

La tabla|3.2| muestra la distribucion de papeles y saldos de renta fija de largo plazo en

los distintos tipos antes mencionados ﬂ separados por moneda de emision.

TABLA 3.2. Distribucién por tipo de papel del mercado de renta fija de largo

plazo el 28/12/2007.
Moneda Tipo Numero de Saldo Porcentaje
Papeles | (billones CLP) Saldo
Bono Bancario 3 0,21 0,58 %
Bono Banco Central 10 1,89 5,21 %
Bono Reconocimiento 34049 0,08 0,21 %
CLP Bono Tesoreria 1 0,17 0,47 %
Bono Corporativo 15 0,30 0,83 %
Bono Securitizado 44 0,53 1,46 %
Letra Hipotecaria 7 0,00 0,00 %
Bono Bancario 69 4,67 12,89 %
Bono Banco Central 1093 7,65 21,14 %
Bono Tesoreria 5 1,37 3,79 %
UF Bono Corporativo 228 9,36 25,87 %
Bono Securitizado 169 0,82 2,27 %
Letra Hipotecaria 14235 6,65 18,37 %
Bono Subordinado 96 2,20 6,08 %
Otros 60 0,03 0,08 %
Bono Banco Central 21 0,19 0,53 %
USD Bono Corporativo 4 0,04 0,11 %
Bono Securitizado 2 0,03 0,09 %

°Para aproximar los saldos se utiliza los nominales vigentes de los instrumentos de renta fija presentes en la
custodia del Dep6sito Central de Valores de Chile (DCV).
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De ella se observa que con 9,7 billones de pesos en saldos vigentes H los bonos
corporativos constituyen el principal activo de largo plazo de la economia chilena. De
hecho si se consideran ademads los bonos bancarios, subordinados y securitizados, en un
grupo llamado bonos empresariales (BE) este monto aumenta a 15,96 billones de pesos,
representando mas del 40 % del total de saldos de renta fija de largo plazo. El segundo
grupo en importancia es del Banco Central con 9,54 billones de pesos. Estos papeles
son los que permiten construir la estructura libre de riesgo en el mercado nacional. La
figura muestra la evolucion de los saldos vigentes al final de cada ano, separando el
mercado de renta fija en 3 grandes subconjuntos, bonos de gobierno y tesoreria (BG),
bonos de empresa (BE) y letras hipotecarias (LH), para las dos principales monedas del
mercado. Se aprecian notables diferencias entre la renta fija nominada en pesos y en UF
en cuanto a saldos vigentes de BG y LH. Mientras los BG en pesos han aumentado su
saldo total a una tasa de crecimiento de 9,9 % promedio, su total en UF ha disminuido un
2,6 % en promedio por afio, en linea con la nominalizacién de la politica monetaria del
Banco Central a partir de agosto de 2001. Por su parte las letras hipotecarias se encuentran
emitidas casi completamente en UF, presentando sin embargo una tasa de decrecimiento
de un 6,7 % en promedio, debido a la aparicion de otras alternativas de financiamiento de

los bancos para los creditos hipotecarios.

Mercado RF en CLP Mercado RF en UF

billones (CLP)
Mo
=
billones (CLP)
=3
(=]

2003 2004 2005 2006 2007 2003 2004 2005 2006 2007

EEG mLH @BE EEG mLH @mBE

FIGURA 3.1. Evolucién de saldos vigentes al fin de cada afio en bonos
gubernamentales(BG), empresariales (BE) y letras hipotecarias (LH) entre los
afios 2003 y 2007

10Se entiende por 1 billén de pesos a 1012 pesos. Esta terminologia es la misma que se utiliza en el resto del
documento.
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Por otro lado los bonos de empresa han mostrado una notable tasa de crecimiento
anual de 55,6 % y 23,4 % en promedio en pesos y UF respectivamente entre los afios 2003
y 2007. Aun asi, un 94 % de los saldos vigentes a 2007 corresponden a BE nominados
en UF, denotando que la nominalizacién del mercado nacional no ha tenido los efectos

esperados en el mercado privado.

La figura [3.2] muestra la evolucién del promedio de pesos transados diariamente
de bonos empresariales (BE) y gubernamentales(BG) emitidos en UF entre enero de
2003 y diciembre de 2007. En ella se observa la evolucion del mercado de renta fija,
aumentando al triple el promedio diario de transacciones en 4 afios. Por otro lado
se observa las diferencias de liquidez entre ambos mercados, donde las transacciones
de bonos gubernamentales constituyen en promedio mas de un 71 % de los montos
diarios transados, sin embargo los montos transados de bonos empresariales han logrado
un aumento de 5.7 veces con respecto al inicio del periodo, lo que muestra la
mayor trascendencia que han logrado estos instrumentos, no s6lo como alternativa de

financiamiento, sino también como alternativa de inversion para los actores del mercado.
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FIGURA 3.2. Evolucién de montos transados en bonos gubernamentales(BG)
y empresariales (BE) por trimestre entre los afios 2003 y 2007 en la Bolsa de
Comercio de Santiago.

3.2. Los Bonos Empresariales.

El principal instrumento en montos emitidos de la renta fija privada chilena lo

constituyen los bonos empresariales. Ellos engloban todas las emisiones de largo plazo de
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empresas e instituciones financieras que no son letras hipotecarias. La figura muestra
la evolucién que ha tenido su emisién, separando por los distintos tipos de instrumentos
clasificados dentro de este grupo. En pesos, la mayoria del mercado estd formado por
bonos securitizados, sin embargo los bonos corporativos han aumentado su saldo vigente
en 6,6 veces en 4 afios. Del mercado en UF se observa que en promedio un 65 %
de los saldos corresponde a bonos corporativos, sin embargo los bonos bancarios han

experimentado un crecimiento de un 550 % con respecto al nominal vigente al inicio del

ano 2003.

Bonos de Empresas en CLP Bonos de Empresas en UF
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FIGURA 3.3. Serie de Tiempo de saldos vigentes de bonos de empresa en CLP y
UF entre los afios 2003 y 2007.

La Tabla muestra una descomposiciéon por moneda de las emisiones de bonos
empresariales, el nimero de transacciones, montos promedio transados diariamente en el
periodo 2003-2007 y los saldos vigentes a fines del afio 2007.

TABLA 3.3. Descripcién de bonos empresariales por moneda de emisién al 28/12/2007.

Moneda | Namero de Numero de | Montos Transados | Saldos Vigentes
Emisiones | Transacciones (MM CLP) (billones CLP)
CLP 49 (6,6 %) | 2.118 (10,0 %) 1.222.97 (7,1 %) 1,04 (6,5 %)
UF 678 (91,3 %) | 18.677 (88,4 %) | 15.814,80 (91,7 %) | 14,85 (93,0 %)
USD 16 (2,1 %) 335 (1,6 %) 213,93 (1,2 %) 0,07 (0,4 %)
Total 743 21.130 17.251,70 15,96

Los Bonos nominados en UF representan mds del 90 % de las transacciones de bonos

corporativos y el 93 % de saldos vigentes. Esto se explica por la composicion de la
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demanda de instrumentos, donde los mayores inversionistas tienen carteras de largo plazo
que requieren estar cubiertas frente al riesgo de inflacién. Si separamos por clasificacion
de riesgo, la mayoria de las firmas emisoras se concentran en las clasificaciones AA y
A, abarcando entre ambas mas del 70 % del mercado de bonos de empresas. La tabla @

describe el mercado de bonos empresariales separando por clasificacion de riesgo.

TABLA 3.4. Bonos de Empresas por clasificacion de riesgo, Montos promedio
diarios transados entre 2003 y 2007 y saldos vigentes al 28/12/2007.

Clasificacion | Clasificacion | Montos Transados | Saldos Vigentes
Consolidada (MM CLP) (billones CLP)
AAA AAA 3.320,80 | 19,25 % 482 | 30,2%
Total AAA 3.320,80 | 19,25 % 4,82 30,2 %
AA+ 2.718,44 | 15,76 % 1,94 | 12,1%
AA AA 3.739,18 | 21,67 % 3,14 | 19,7%
AA- 2.550,32 | 14,78 % 2,56 | 16,0%
Total AA 9.007,93 | 52,21 % 7,63 | 47,8 %

A+ 1.776,70 | 10,30 % 1,43 9,0 %

A A 1.512,52 | 8,77 % 1,54 9,6 %
A- 657,74 3.81 % 0,16 1,0 %
Total A 3.946,97 | 22,88 % 313 (19,6 %
BBB+ 335,62 1,95 % 0,02 0,1 %

BBB BBB 81,73 0,47 % 0,02 0,1 %
BBB- 197,68 1,15 % 0,08 0,5 %

Total BBB 615,03 3,57 % 0,12 0,7 %

BB BB+ 23,44 0,14 % 0,00 0,0 %
BB 37,43 0,22% | 5,3E-04 | 0,0%

Total BB 60,87 0,35% | 5,3E-04 | 0,0 %

B B 2,43 0,01% |1,7E-03 | 0,0%
Total B 2,43 0,01 % |1,7E-03 | 0,0 %

Otra 297,66 1,73 % 0,25 1,6 %
Total 17.251,70 | 100,00 % | 15,96 | 100 %

Se observa que practicamente el 95 % del mercado se concentra en las 3 primeras
clasificaciones de riesgo, mientras que en saldos vigentes alcanzan el 97 %, siendo la
clasificacion predominante la AA, que abarca alrededor del 50 % del mercado con un

promedio diario de transacciones de 9 mil millones de pesos.
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Adicionalmente las emisiones de bonos de empresas pueden clasificarse segin si
contienen o no opciones implicitas en su conformacion. Estas opciones pueden ser por
un lado la opcién de redencién anticipada o prepago, en la que los emisores tienen el
derecho a rescatar parte o la totalidad de la deuda contraida, previo aviso. Usualmente estas
emisiones tienen un periodo inicial durante el cual el emisor no puede prepagar su deuda.
Estos bonos se emiten y transan activamente en el mercado primario y secundario chileno.
Otro tipo de opcidn presente es la opcién de convertibilidad, en la cual el comprador de
la emision tiene el derecho de convertir los bonos adquiridos en acciones de la misma
empresa emisora. No existen sin embargo papeles transados en la Bolsa de Comercio de

Santiago con este tipo de opcionalidad entre los afios 2003 a 2007.

La tabla [3.5] muestra una comparaciéon en montos transados y saldos emitidos por
clasificacion de bonos con y sin opciones de prepago. De ella se deduce que en general en
el mercado chileno se emiten y se transan mas bonos con opcion de prepago, constituyendo
aproximadamente un 59 % de los saldos vigentes del mercado de bonos empresariales. La
diferencia entre bonos con y sin opcion de prepago es mas fuerte para bonos A y AA,

mientras que los AAA se distribuyen de forma similar.
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FIGURA 3.4. Saldos vigentes a diciembre de 2007 de bonos empresariales con y
sin opcion de prepago por plazo de emision.

La figura [3.4 muestra la distribucién de las emisiones por plazo. De ella se observa
que las mayores concentraciones se producen en torno a los 5 y 20 afios, debido a las

necesidades de las empresas de financiar proyectos de corto o largo plazo, donde los bonos



TABLA 3.5. Montos promedio transados diariamente durante el periodo 2003-
2007 y saldos vigentes a diciembre de 2007 de Bonos Empresariales con y sin
opcidn de prepago.

Clasificacion Prepago Montos Transados Saldos Vigentes
Consolidada (MM CLP) (billones CLP)
AAA Sin Prepago | 1.344,13 7,79 % 2,36 14,81 %
Con Prepago | 1.976,67 | 11,46 % 2,46 15,41 %
Total AAA 3320,80 | 19,25 % 4,82 30,22 %
AA Sin Prepago | 4.088,63 | 23,70 % 3,18 19,95 %
Con Prepago | 4.919,31 | 28,51 % 4,45 27,87 %
Total AA 9.007,93 | 52,21 % 7,63 47,82 %
A Sin Prepago | 1.198,53 | 6,95 % 0,89 5,59 %
Con Prepago | 2.748,44 | 15,93 % 2,24 14,02 %
Total A 3.946,97 | 22,88 % 3,13 19,62 %
BBB Sin Prepago | 375,09 2,17 % 0,06 0,40 %
Con Prepago | 239,94 1,39 % 0,05 0,34 %
Total BBB 615,03 3,57 % 0,12 0,74 %
BB Sin Prepago 32,92 0,19 % 0,00 0,00 %
Con Prepago 27,95 0,16% | 5,30E-04 | 0,00 %
Total BB 60,87 0,35% | 5,30E-04 | 0,00 %
B Sin Prepago 0,22 0,00 % 0,00 0,00 %
Con Prepago 2,21 0,01 % | 1,66E-03 | 0,01 %
Total B 2,43 0,01 % |1,66E-03| 0,01 %
Otra Sin Prepago 118,59 0,69 % 0,04 0,25 %
Con Prepago | 179,07 1,04 % 0,21 1,34 %
Total Otra 297,66 1,73 % 0,25 1,58 %
Total general 17.251,70 | 100,00 % | 15,96 | 100,00 %
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de bancos se concentran en torno a los 5 afios y los corporativos en torno a los 20. A su
vez se observa que si bien existe un predominio general de los bonos con prepago, las
mayores diferencias se producen en bonos de largo plazo, lo que se explica por el deseo
de las empresas de poder rescatar deuda de largo plazo ya sea para refinanciarse si las

condiciones actuales de mercado son favorables o manejar la duracién de sus pasivos.

Finalmente se realiza una caracterizacion de liquidez del mercado gubernamental y
de empresas de renta fija. Las figuras [3.5] y [3.6] muestran una comparacién del panel

de datos para diciembre de 2007 de bonos empresariales con y sin opcion de prepago
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versus bonos gubernamentales, donde los puntos negros implican que al menos uno de
los papeles del grupo ha sido transado. En primer lugar se observa que los papeles
gubernamentales se transan hasta un plazo de 20 afios, mientras que en el mercado privado
existen transacciones hasta 30 afos, generando incertidumbre en cuanto a los spreads en
los puntos largos de la estructura temporal, acrecentada por la constante disminucién de

observaciones a medida que se aumenta en los plazos de la estructura.
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FIGURA 3.5. Transacciones por plazo durante diciembre de 2007 de bonos en
UF. (a) Bonos Gubernamentales. (b) Bonos Empresariales sin opcion de prepago.
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FIGURA 3.6. Transacciones por plazo durante diciembre de 2007 de bonos en
UF. (a) Bonos Gubernamentales. (b) Bonos Empresariales con opcion de prepago.

Ademais se extrae que las diferencias de liquidez entre ambos mercados se hacen
mads patentes a partir de los 10 afios para bonos con prepago, habiendo una disminucién
considerable en los dias con observaciones de ambos mercados, sin embargo si se realiza
la misma comparacion para bonos sin opcion de prepago, se aprecia una notable diferencia

en la frecuencia de transacciones para todos los plazos.
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3.3. Principales Inversionistas del Mercado Chileno

A continuacion se describe la estructura de la demanda de valores en el mercado
chileno. Esta puede separarse en inversionistas institucionales, privados o extranjeros.
Los primeros corresponden a bancos, sociedades financieras, compaiiias de seguros,
entidades nacionales de reaseguro y administradoras de fondos autorizados por la ley.
Por otro lado los inversionistas privados son todos aquellos intermediarios de valores y
personas naturales o juridicas que declaren y acrediten contar con inversiones financieras

no inferiores a 2.000 UF. Los principales inversionistas institucionales son:

» Fondos de Pensiones: son los inversionistas institucionales mds importantes
en términos de volimenes de inversion. Su administracion es ejercida por
sociedades andénimas especiales llamadas Administradoras de Fondos de
Pensiones (AFP).

» Compaiiias de Seguros: sociedades anénimas especializadas. Se dividen en
compaiias de seguros de vida (CSV) o generales (CSG), las primeras invierten
prioritariamente en instrumentos de deuda de largo plazo, en tanto las generales
son inversionistas de mas corto plazo, como consecuencia de la naturaleza de
sus negocios.

= Fondos Mutuos(FM): son patrimonios integrados por aportes de personas
naturales y juridicas para su inversion en valores de oferta publica. El
patrimonio de cada fondo mutuo se divide en cuotas rescatables, todas ellas
de igual valor y caracteristicas.

= Fondos de Inversion(FI): son patrimonios integrados por aportes de personas
naturales y juridicas para su inversion en valores y bienes que autorice la Ley de
Fondos de Inversion. Los aportes quedan expresados en cuotas que no pueden
ser rescatadas antes de la liquidacion del fondo.

» Fondos de Inversion de Capital Extranjero (FICE): su patrimonio
estd formado por aportes realizados fuera del territorio chileno por personas

naturales o juridicas.
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» Fondos para la Vivienda: patrimonio constituido con los recursos depositados
en las cuentas de ahorro para arrendamiento de viviendas con promesa de

compraventa.

De los inversionistas anteriores, los con mayor participacién de mercado en cuanto a
inversién en renta fija nacional de largo plazo se refiere son los tres primeros, la figura[3.7]
muestra su distribuciéon. Como se ve, la mayoria del mercado se encuentra concentrado
en las administradoras de fondos de pensiones, seguidos por las compafiias de seguros
de vida. En conjunto ambos poseen mds del 70 % del mercado, lo que determina la alta

demanda por papeles de largo plazo, debido a la conformacion de su cartera de activos.
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FIGURA 3.7. Distribuciéon del mercado de renta fija de largo plazo entre los
principales inversionistas. Porcentajes calculados en base a valor de los activos
a diciembre de 2007.

La figura [3.8] muestra una descomposicién de las carteras de renta fija de los tres
principales inversionistas. Para los tres casos se observa un predominio de la inversion en

bonos empresariales, aunque el dominio es mucho mas marcado en las AFP y CSV.

En este capitulo se ha caracterizado el mercado chileno identificando los tipos de
papeles emitidos, la composicion del mercado y los principales inversionistas, presentando
caracteristicas tales como falta de liquidez, escasez de papeles y pocos inversionistas que

concentran gran parte de la demanda, lo que lo determinan como un mercado emergente.
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FIGURA 3.8. Separacion de las carteras de activos de los principales
inversionistas del mercado chileno en bonos gubernamentales (BG), bonos
empresariales (BE) y letras hipotecarias (LH).

De esta forma, es interesante plantear un modelo aplicable a este mercado y luego observar

su desempeiio en relacion a la superacion de las dificultades antes descritas.
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Capitulo 4. MODELO DE ESTIMACION DE SPREADS MULTI-FAMILIA.

El presente capitulo describe el modelo dindmico de spreads propuesto para un
mercado de pocas transacciones. Este modelo plantea el uso de informacién de papeles
con riesgo de crédito para estimar los spreads, en una modelacién que incluye la curva
libre de riesgo y la separacion de los papeles riesgosos en clases de riesgo. Para esto, se

usa el enfoque desarrollado por Duffie y Singleton| (1999) descrito en la seccién[2.2.2]

4.1. Modelo para el Spread de Papeles con Riesgo.

En esta seccidn se presenta el modelo para estimar la estructura de spreads de papeles
con riesgo. El modelo se enmarca dentro de la literatura de modelos reducidos introducidos
a partir del planteamiento presentado por [Jarrow y Turnbull| (1992). Este enfoque, junto
con las condiciones planteadas por Dutfie y Singleton|(1999) permiten modelar el proceso
de default como una funcién de variables de estado estocdsticas y aplicar las mismas

técnicas validas para la modelacion de tasas libres de riesgo.

El modelo planteado en esta tesis usa la estructura propuesta por Liu et al. (2006)
para el spread de papeles con riesgo en el sentido de que incorpora las variables que
modelan la curva libre de riesgo directamente en la determinacion del spread. Dado
que en un mercado poco desarrollado no existen suficientes observaciones como para
calibrar modelos individuales para cada firma, se plantea la segmentacion de la muestra

en categorias.

De esta forma el spread se modela con n° factores comunes y n¢ factores adicionales
para cada una de las agrupaciones que mejor reunen los papeles con caracteristicas
comunes, de ahora en adelante llamadas clases de riesgo, ademds se incluyen los n”
factores con los que se modela la curva libre de riesgo. La representacion en el espacio de

estados para la estructura antes descrita estd dada por la ecuaciéon

sj = 1" 4 05w + 67'xf + &) 4.1)
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En la ecuacion anterior s; representa el spread de la clase j, " son las n" variables
que modelan la tasa libre de riesgo y 7, es un coeficiente que permite ajustar la correlacion
entre el spread de la clase j y la tasa r. f y 53‘7 son los vectores de coeficientes para las
variables de estado comunes z¢ y las propias de la clase 29 de largo (n°x1) y (n9x1)

respectivamente.

Esta representacion permite modelar el spread en el espacio de estados sin restringir
la procedencia de las variables. De esta forma una variable de estado o una combinacion
de ellas puede ser interpretada como un factor de liquidez, la probabilidad media de
pérdida hL o cualquier otro factor que influya en la determinacién del spread del papel
con riesgo. Esto es importante por cuanto Collin-Dufresne et al. (2001) muestra que no
existen factores econdmicos ni financieros que sean capaces de explicar la correlacion
entre los spreads de distintas firmas, justificando el uso de variables latentes en el modelo.
Ademas esta estructura de modelacion del spread permite una correlacion directa con la
tasa libre de riesgo, a través del primer término de la derecha, y una correlacion indirecta
mediante correlaciones entre las variables de estado que modelan la tasa r y las propias

del spread s.

La dindmica de las variables de estado comunes y de las clases siguen un proceso
de difusién de Vasicek, tal como el planteado anteriormente para la modelacién de la

estructura libre de riesgo.

Dada la dindmica gaussiana para las variables de estado y la relacion lineal entre ellas
y el spread presentada en la ecuacion si solo se quisiera representar éste spread como
proveniente de la probabilidad de default, el proceso gaussiano podria no ser el mejor
supuesto, pues se permitirian probabilidades negativas. Sin embargo existen estudios que
revelan que la probabilidad de default no es el tnico factor que genera este spread. Chen
et al. (2007) prueba el efecto significativo de la liquidez en los precios de bonos privados,

Bedendo et al. (2007) asevera que existen factores idiosincraticos de la firma, el mercado
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y las tasas de interés que afectan la forma de la estructura de spreads, |[Elton et al.[(2001)
encuentra la existencia de un premio por riesgo adicional a la probabilidad de default
en bonos corporativos, mientras que Delianedis y Geske| (2001) demuestra la influencia
de impuestos y liquidez en la determinacién de los spreads corporativos. Finalmente |Dai
y Singleton (2002) argumenta que los modelos gaussianos capturan de mejor forma la
dindmica del premio por riesgo en modelos afines. Todo lo anterior sugiere que suponer

una dindmica gaussiana para las variables que modelan el spread es un supuesto razonable.

En la ecuaciéon K y Y son matrices diagonales cuyos elementos representan las
velocidades de reversion a la media y la volatilidad de las variables de estado z;, A es
un vector de precios de mercado del riesgo para estas variables y dWW; es un vector de

movimientos brownianos tales que la correlacion entre ellos esta dada por:
dW,dW, = Qdt (4.3)

donde la matriz (2 esta formada por elementos p;; que representan las correlaciones entre
los movimientos de la variable ¢ y j. Esta modelacion permite que las variables de estado
reviertan a una media de cero de largo plazo, lo que redunda en que el spread converja al

< 0
pardmetro ;.

Dada la estructura para modelar el spread y la tasa libre de riesgo descrita en la seccion
es posible obtener la representacion en el espacio de estados para la tasa de un bono
con default perteneciente a la clase j, como la suma de la tasa libre de riesgo més el spread,
quedando:

Ry = (1+~)1"a" + 652" + 67'x + ) + 0} (4.4)

La ecuaciénd.4]permite modelar la tasa de un bono con default. En la préxima seccién
se establecerd un método de estimacidon que permite reducir el nimero de factores del

modelo, con el fin de evitar una sobre-especificacion del mismo.

Para un bono con esta tasa, su valor sigue siendo el establecido en la ecuacion
con un pequeio cambio en los términos u(7") y v(7'), debido a los coeficientes de las

variables de estado en la tasa R. De esta forma los valores de u(7") y v(7") para un bono
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con default segiin 1a modelacién anterior son los mostrados en[d.3]

A 1—e ki
or) = DT (T - ) — 5

N
1 9 00 Pij l—e k7 1—e k7 1 e (kith)r
- 5ry2 Zi%Pi (o - 45
t 52200 Kk (T 3 B ek )Y

Donde 67=(1 +~7) para las variables de estado que modelan la tasa libre de riesgo en
la tasa de un bono de la clase j, 67 = 0%(i) para las n® variables de estado comunes y Jf =

539- (1) para las n¢ variables de estado propias de la clase j.

4.2. Metodologia de Estimacion Conjunta.

En las secciones[2.3|y . 1] se defini6 una estructura para modelar la tasa libre de riesgo
y el spread de papeles con riesgo. En este capitulo se propone un método de estimacion

conjunta para la tasa de estos papeles separados por clases de riesgo.

La estimacién conjunta permite describir la dindmica de dos o mds variables a
modelar, incorporando informacién de ambos procesos y aprovechando movimientos
comunes entre ellos para incluir estas correlaciones en el modelo y a la vez reducir el
nimero de parametros totales, facilitando la estimacion y el descubrimiento del set de

parametros Optimo.

Esta metodologia de estimacion ya ha sido aplicada al estudio de tasas de interés.
Ahn| (2004) y Mosburger y Schneider (2005) la usan para modelar de forma conjunta las
tasas de interés y el tipo de cambio usando datos de bonos locales e internacionales. En
el area de spreads, [Houweling et al.| (2001) propone un método de estimacidén conjunta
entre bonos libres de riesgo y spreads corporativos, argumentando que se obtiene una
forma tedricamente mds consistente para las curvas de spreads. Jankowitsch y Pichler

(2004) muestra que la estimacion conjunta permite reducir irregularidades de la curva
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de spreads causadas por la metodologia de estimacion obteniendo virtualmente el mismo

poder explicatorio que los métodos tradicionales de estimacion.

Los beneficios de la estimacidn conjunta se aprovechardn no s6lo para plasmar las
correlaciones de tasas de bonos privados con la curva libre de riesgo@ sino ademads para
estimar correlaciones entre la dindmica de las distintas clases en que se agrupan los papeles
con riesg La estimacion conjunta entre clases permite aprovechar la informacion
de transacciones de una clase para actualizar las variables regentes de otra segin las

correlaciones histéricamente presentadas entre ambas.

Al momento de plantear el modelo para la tasa de un bono con riesgo, la ecuacion 4.4
no contiene el nimero minimo de pardmetros para representar esta tasa, es decir, existe
una transformacion invariante que permite reducir el niimero de pardmetros del modelo
sin modificar sus propiedades. Una vez definida la metodologia de estimacion, es posible
aplicar esta transformacion invariante, la que resulta en que para los factores individuales
se puede encontrar una transformacion tal que el coeficiente que los acompafia sea igual a
1. Por el contrario, para los factores comunes, no es posible encontrar tal transformacion
sino para sélo una de las clases que se estiman en forma conjunta. El anexo [D| muestra
la derivacion de la ecuacion final para la tasa de un bono con default, donde se reduce el

nimero total de pardmetros a estimar, dada por la ecuacion [4.6]

Ry = (149172 + 62 + 192 + 5"

con 0] =1° (4.6)

En la ecuacion anterior 1" y 19 son vectores de largo (n"x1) y (n9x1). El escalar

0,R . o .
;7" y el vector 0° representan la version rotada de los términos originales, luego de la
transformacion que permite llegar esta ecuacion. En la ecuacion anterior, si bien, para una

clase es posible obtener una transformacion que lleve a 1 el coeficiente de las variables

L ongstaff y Schwartz| (1992) y [Duffee| (1998) consignan la correlacién negativa entre spreads y tasas de
interés.

2Houweling et al./(2001) propone una estimacién multicurva para papeles con distintas categorias de riesgo,
modelando la curva de tasas libres de riesgo y spreads mediante splines, sin relacionar su dindmica.
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de estado de la curva real, se decidi6 no transformarla con el fin de poder analizar la

correlacidn entre la tasa libre de riesgo y el spread de cada una de las clases.

4.3. Estimacion Conjunta mediante Filtro de Kalman.

A continuacion se deriva la forma funcional de las matrices del filtro de Kalman para
estimar de forma conjunta las tasas de bonos libres de riesgo y bonos privados dentro de

las GG clases en los que se agrupan estos papeles riesgosos.

Al aplicar el filtro de Kalman a una metodologia de estimacion conjunta es necesario
definir una forma estructural para las matrices de la ecuacién de medida, determinada por
el grupo al que pertenezca una observacion dada. El nuevo vector z; que retne las variables

observadas en el tiempo ¢ estd dado por la ecuacion 4.7/
T
<t
1
t

=" 4.7)

G
2

En la ecuacion anterior, z; representa el vector de observaciones de papeles usados
para estimar la curva libre de riesgo, de largo igual al nimero de observaciones de estos
papeles m; en el tiempo ¢. Adicionalmente, cada uno de los vectores =) retinen las m]
observaciones de papeles con riesgo pertenecientes a la clase j en el tiempo ¢. Con lo

anterior, el largo total del nuevo vector z; es de:

G
M, =myj + Y mi (4.8)

j=1
El ordenamiento definido anteriormente debe ser consistente en cada una de las
matrices que representan los pardmetros del modelo, de modo que en el proceso de
estimacion, estos pardmetros sean asignados a la observacion correspondiente. Para esto,
es necesario identificar cada una de las clases en las que se dividen los papeles con riesgo

con un nimero j que representard su posicion en las matrices. A su vez, este orden, junto
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al modelo propuesto para el spread de cada una de las clases, define la forma estructural

de la matriz H.

]f[tr 0 0

i} atoaet getoo o

H, = ) _ ) 4.9)
e a0 ... HYC

La nueva matriz H es de dimensién (M;xN), donde N no depende del tiempo y
representa el nimero total de factores del modelo, dado por la suma de las variables
de estado usadas para modelar la tasa libre de riesgo, los factores comunes de papeles

privados y los factores especificos de cada clase, segtin la ecuacién 4.10}
G
N=n"+n"+> n? (4.10)
j=1

Cada uno de los términos de la ecuacién son matrices cuyo numero de filas
corresponde al nimero de observaciones de la clase que se estd modelando y el nimero

de columnas es la cantidad de factores usados para modelarla.

La modelacién conjunta permite identificar y aprovechar los movimientos comunes
entre las distintas variables que se modelan, permitiendo que el filtro de Kalman
estime estas correlaciones y las use para integrar la mayor cantidad de informacién

contemporanea para estimar los movimientos de los distintos grupos.

4.4. Metodologia de estimacion en dos etapas.

Aun cuando Houweling et al.| (2001) y Jankowitsch y Pichler| (2004) sefialan los
beneficios de usar una estimacion conjunta entre la tasa libre de riesgo y el spread, por
cuanto se genera una estimacién mas parsimoniosa y mejores estructuras temporales para
el spread, existen caracteristicas de los mercados riesgosos y libres de riesgo que pueden

dificultar una estimacion de este tipo.
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Una de estas dificultades tiene que ver con las diferencias de liquidez entre las clases
que se quiere estimar simultdneamente. De existir tal relacion entre una o mds de las clases,
la estimacion conjunta puede sesgar la estimacion de los papeles menos liquidos buscando

encontrar un mejor ajuste del grupo que presenta un mayor nimero de observaciones.

Para resolver este inconveniente, una alternativa es suponer una forma funcional para
las varianzas de los errores de estimacion (componentes de la matriz R del modelo),
restringiendo de antemano a que la clase con un menor nimero de observaciones tenga
varianzas menores, lo que implica que el filtro permita un menor nivel de error a la hora
de ajustar la estructura de estos papeles. Sin embargo, este método implica suponer a
priori que la relacion de liquidez se mantiene entre las clases (y que es la Unica diferencia
entre ellas), ya que de haber una inversion en la relacion, el modelo deberia modificarse.
Otro punto en contra es que la eleccion de la magnitud de la restriccion para modificar las

varianzas es arbitraria y no puede ser optimizada.

Una mejor solucion es el método de estimacion usado en Driessen| (2005) donde se
propone separar las estimaciones de la curva libre de riesgo, y los factores del spread
en etapas, argumentando que se obtienen mejores resultados debido a la reduccién del
ndmero de pardmetros a estimar en cada etapa, aunque una estimacioén simultidnea es

tedricamente mas correcta.

Para efectos del modelo planteado en esta tesis, la estimacion se separa en 2 etapas.
En un primer paso se estiman las variables de estado de la curva libre de riesgo usando
observaciones de bonos gubernamentales y de tesoreria de largo plazo. En un segundo
paso se estima la tasa de papeles con riesgo usando como conocidas las n” variables de
estado estimadas anteriormente. Se modela la tasa de bonos privados en vez de Ginicamente
el spread, para permitir utilizar tanto las estructuras libres de riesgo y de spread modeladas,
para ajustar las observaciones de papeles riesgosos, posibilitando que en este segundo paso
se estimen ademads correlaciones entre las variables de estado de ambas etapas para sacar

provecho de los movimientos conjuntos entre ellos.
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Si bien, la estimacion en dos etapas no es en rigor una estimacion conjunta, permite
aprovechar la relacion de la curva libre de riesgo en la determinacién de la tasa con riesgo
observada. Desde este punto de vista, una forma mas adecuada de plantear esta relacion
seria como un modelo de 4 factores comunes para cada clase de riesgo, con 3 de ellos
determinados completamente por la estructura libre de riesgo vigente. Esta separacion es
vdlida cuando se tiene suficiente informacién como para estimar una curva libre de riesgo
confiable, ya que el supuesto subyacente es que las observaciones de papeles riesgosos
no son necesarias para determinar la curva libre de riesgo, pero esto no se cumple en el

sentido contrario.

Lo anterior provoca algunos cambios en las matrices del modelo. Si bien las
dimensiones de los vectores y matrices que retnen los pardmetros siguen siendo las
mismas, sOlo parte de ellas serdn estimadas en esta etapa. De esta forma cada una de
estas matrices puede ser dividida en una parte desconocida cuyos términos se estimaran
en base a las observaciones de bonos riesgosos y una conocida que fue calibrada en la
etapa anterior, determinando en conjunto la tasa final del modelo para el bono con riesgo.

Esto se cumple también para el vector de variables de estado:

X’r’
X’r‘
X = — | - (4.11)
XC
XS
X9

Esta division implica que al realizar el paso de prediccion del filtro de Kalman, para
las n" variables que se consideran conocidas, no es necesario estimar una prediccion,
puesto que ya se conoce el verdadero valor de la variable en el periodo ¢ + At. El anexo
[E] demuestra que lo anterior permite reducir las matrices del filtro de Kalman, extrayendo
los términos correspondientes a la curva libre de riesgo. En particular la nueva ecuacién

de medida queda definida por:

2F = HXS +d + o (4.12)
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(4.13)

(4.14)

Esta reduccion en el tamano de las matrices, se traduce en una notable disminucion

del esfuerzo computacional, pues se evita el procesamiento de las observaciones libres de

riesgo, sin perder con esto la capacidad de estimar correlaciones entre sus variables de

estado y las estimadas en este segundo paso, solucionando a su vez el problema de sesgo

en la estimacion hacia un mejor ajuste de la clase mas liquida en desmedro del resto de

ellas. Mds aun, la inclusion de las variables de estado libres de riesgo, permite aprovechar

la forma y dindmica de esta curva para generar estructuras de spread mds consistentes

con la teoria, tal como los resultados obtenidos por Houweling et al. (2001) al aplicar una

modelacion conjunta.
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Capitulo 5. IMPLEMENTACION Y RESULTADOS.

En este capitulo se implementa el modelo dindmico y la metodologia de estimacion
conjunta antes planteadas de modo de ilustrar sus resultados y analizar las estructuras
de spreads generadas, para evaluar si permite superar las dificultades presentadas en la

estimacion de spreads en un mercado de pocas transacciones.

5.1. Datos

Se testea el modelo usando el mercado de bonos empresariales chileno. Su eleccién
como papel riesgoso se debe a su notable crecimiento en montos emitidos y presencia en
las carteras de grandes inversionistas, ademas de constituir el principal activo de renta fija
en saldos vigentes del mercado chileno. Para ello se toma una muestra de transacciones
de estos bonos ocurridas en la Bolsa de Comercio de Santiago entre el 01/01/2003 y
el 31/12/2006, dejando como periodo fuera de muestra todo el afio 2007. Esta muestra
incluye tnicamente bonos nominados en UF sin ningin tipo de opcién implicita, lo que
implica aproximadamente 39 % de los saldos vigentes de bonos de empresas al fin del

periodo muestral y un 41 % de los montos transados durante la muestra.

El modelo se aplica unicamente a papeles Investment grade, es decir para el caso
chileno, de clasificacion de riesgo consolidada mayor o igual a BBBH La tabla [5.1
muestra una descripcion por clasificacion de los montos transados, transacciones y saldos
vigentes de bonos por clasificacién y opcion de prepago dentro del periodo muestra]ﬂ
En ella se observa que la muestra estd compuesta por alrededor de un 50 % de bonos de
clasificacion AA, mientras que los bonos BBB son los menos transados y representan

menos de un 1 % de los saldos vigentes de bonos empresariales.

El modelo se implementa para el mediano y largo plazo de la curva de spreads, esto
debido a que en el corto plazo existen factores distintos que determinan el comportamiento
3Esta es la restriccién de inversion del principal inversionista institucional de Chile, las asociaciones de

fondos de pensiones (AFP).
14El porcentaje de saldos vigentes se calcula en base a la informacién del tdltimo dia de la muestra.
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TABLA 5.1. Transacciones y Saldos de Bonos Empresariales en UF por
clasificacion, dentro del periodo muestral. Los saldos vigentes se calculan al

28/12/2006.

Clasificacion Prepago N° de Montos | Transacciones | Saldos
Consolidada Papeles | Transados Vigentes
AAA Sin Prepago 31 10,06 % 5,28 % 14,81 %
Con Prepago 54 14,16 % 7,09 % 15,60 %

Total AAA 85 24,22 % 12,37 % 30,42 %

AA Sin Prepago 134 22,17 % 21,53 % 20,43 %
Con Prepago | 182 29,27 % 25,46 % 30,09 %
Total AA 316 51,43 % 46,99 % 50,52 %

A Sin Prepago 89 5,21 % 11,18 % 4,72 %
Con Prepago 130 14,50 % 20,97 % 13,44 %
Total A 219 19,72 % 32,15 % 18,16 %

BBB Sin Prepago 30 3,15 % 5,31 % 0,58 %
Con Prepago 18 0,92 % 1,17 % 0,32 %

Total BBB 48 4,08 % 6,48 % 0,90 %

de la curva libre de riesgo, junto a una disminucion en la liquidez de transacciones || lo
que dificulta la aplicacién de la metodologia para papeles cercanos a su madurez. De esta
forma se tomardn Unicamente transacciones con plazo al vencimiento mayor a un afio,
obteniendo una muestra final que incorpora un 90 % de las observaciones factibles y un

97 % de los montos transados durante el periodo.

La curva libre de riesgo se estima usando transacciones de bonos de largo plazo
emitidos en UF por el Banco Central de Chile (BCU y PRC) y por la Tesoreria General
de la Republica (BTU). Tal como se explico en el capitulo[3|éstos son bonos con cupones,

con plazos de emision entre 4 y 30 afios. En conjunto representan un 73 % de los saldos

vigentes de bonos gubernamentales.

Para implementar la metodologia de estimaciéon por clases se decide usar como
criterio de separacion la clasificacion de riesgo. Esta separaciéon ha sido usada por

BDado que se trata de una curva indexada a la inflacién, uno de los factores relevantes son las expectativas
de inflacién para los meses siguientes, las que provocan movimientos bruscos de la curva corta con un
menor impacto en el largo plazo. Adicionalmente, durante el periodo analizado, existen aproximadamente
50 % menos de transacciones con madurez menor a un afio que en los plazos entre 1 y 2 y entre 3 y 4 afios.
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Houweling et al. (2001) y [Elton et al. (2001), entre otros y considera que el rating de
crédito agrupa emisores con capacidad de pago similar y que estdn sujetos a riesgos

comparables, por cuanto deberian enfrentar spreads parecidos en el mercado.

TABLA 5.2. Media y Desviacién Estandar de Bonos Empresariales en UF por
clasificacién dentro de la muestra.

Clasificacion | Clasificacion | Spread | Desviacion Estandar | Numero de
Consolidada Promedio del Spread Observaciones
AAA AAA 0,70 % 0,39 % 728
Total AAA 0,70 % 0,39 % 728
AA+ 1,16 % 0,50 % 426
AA AA 1,18 % 0,68 % 1037
AA- 1,34 % 0,84 % 1505
Total AA 1,25 % 0,75 % 2968
A+ 1,32 % 1,12 % 773
A A 1,34 % 0,99 % 517
A- 1,83 % 0,85 % 251
Total A 1,41 % 1,06 % 1541
BBB+ 2,60 % 1,24 % 501
BBB BBB 0,58 % 2,63 % 81
BBB- 1,51 % 0,44 % 150
Total BBB 2,15 % 1,53 % 732

La tabla [5.2] resume la media y desviacion estandar de los spreads por clasificacién
observados durante el periodo muestral. De ella se obtienen dos conclusiones importantes.
Por un lado se observa que en promedio se cumple la relaciéon de orden tedrica para los
spread segtn el nivel de riesgo que representa cada clasificacion consolidada y por otro
se observa una volatilidad creciente a medida que se empeora en clasificacion crediticia,
caracteristica acorde con los resultados obtenidos en [Delianedis y Geske| (2001) que se
explica por precios mds ruidosos debido a la mayor incertidumbre en la solvencia de sus

emisores. Ademads se observa que el orden de magnitud de spreads se mantiene para el
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segundo nivel de clasificacion para las clasificaciones AAy A E Por el contrario, para la
clasificacion BBB, la relacion de orden no se verifica en el segundo nivel de clasificacion,
sugiriendo que se trata de una clase heterogénea donde la clasificacion de riesgo no es el

mayor determinante del spread al que estan sujetos los papeles.

De esta forma podemos suponer en principio que la clasificacién de riesgo permite
categorizar de forma satisfactoria los bonos empresariales del mercado chileno incluyendo
la clasificacion BBB, aunque este supuesto serd contrastado mds adelante con los

resultados obtenidos luego de aplicar el modelo.

5.2. Implementacion

Para implementar la metodologia es necesario definir en primer lugar el nimero de
factores a usar. Para la modelacion de la curva libre de riesgo se usan 3 factores tal
como Cortazar et al. (2007), que aplica un modelo dindmico del tipo Vasicek a la renta
fija chilena libre de riesgo nominada en UF. Para la eleccion del niimero de factores
que modelan el spread, dada la inclusion de factores comunes entre las clases que se
estiman conjuntamente, existen métodos alternativos como los planteados por Tolmasky y
Hindanov| (2002) y [Cortazar et al.| (2008) descritas en el anexo [F, sin embargo ambos
requieren paneles completos para encontrar las matrices de correlacion que permiten

desarrollar el analisis.

Dada la gran cantidad de datos eliminados al aplicar los métodos de determinacion de
factores en la estructura de modelacién planteada, se probard el modelo con el nimero
minimo de factores posible, esto es 1 factor comun entre clases de riesgo y 1 factor
propio de cada una de ellas. Si bien esto puede disminuir la capacidad de ajuste del
modelo, permite obtener curvas mds influenciadas por la curva libre de riesgo dando lugar
a estructuras de spreads bien comportadas, manteniendo la simplicidad en la estimacion.

El modelo para la tasa de un bono riesgoso de una determinada clasificacién entonces
16Se observa un pequeiio cruce entre los papeles AA- y A+, sin embargo dadas sus altas desviaciones

estdndar en comparacion con el resto de las observaciones de sus respectivas clasificaciones, ambas medias
resultan no ser estadisticamente diferenciables.
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contiene 5 factores, los tres factores de la tasa libre de riesgo, el factor comun entre clases

y el propio. De esta forma la ecuacidn para la tasa de un bono riesgoso de la clase de riesgo

j queda:
Ry = (1497)(a] +af +ab) + 85 + af , + 67"
con 0] =1°

Como métrica de evaluacion se usa el ajuste de las curvas a los datos observados,
medido a través de la raiz del error cuadratico medio (RMSE) y el error promedio
como una medida del sesgo de la estimacion. Para medir la calidad de estimacién de
los pardmetros estimados se obtiene la estructura de volatilidad implicita del modelo
comparandola con la volatilidad empirica de los datos. Finalmente se analiza el desempefio

del modelo planteado frente a otras alternativas metodologicas de estimacion.

5.2.1. Estimacion de Parametros del Modelo.

Aplicando el modelo planteado para el spread de bonos empresariales y usando como
observaciones las TIR de transaccion de papeles con riesgo de clasificaciones AAA, AA,
A y BBB, y una seleccién de papeles sin riesgo nominados en UF, se estima mediante la
metodologia de estimacion conjunta en dos etapas la curva libre de riesgo relevante para

este tipo de papeles y luego las 4 curvas de spread para cada una de las clases del modelo.

En primer lugar se presentan los pardmetros estimados para la curva libre de riesgo
en UF, llamada curva real debido a que la UF es una moneda indexada a la inflacion. En
esta etapa se tiene un modelo Vasicek de 3 factores con matriz de reversion a la media

diagonal.

La Tabla muestra los resultados de la estimacién para la curva libre de riesgo
nominada en UF. Los parametros v representan la raiz cuadrada de la varianza de los
errores de medicion para cada tipo de papel, ellos denotan un error de entre 13 y 22

puntos base, siendo mads alto para los papeles PRC. Se observa que todos los parametros
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TABLA 5.3. Pardmetros estimados para curva libre de riesgo en el periodo dentro
de muestra (01/01/2003 a 31/12/2006). Entre paréntesis se muestra la desviacién
estandar del error.

Parametro Estimacion Parametro Estimacion
VBoU 0,001327 (0,00004) 03 0,12773 (0,00425)
VBTU 0,001688 (0,00004) P21 0,34305 (0,08565)
VPRC 0,002196 (0,00006) P31 -0,0818  (0,0802)

K1 0,005344 (0,00002) P32 -0,2527 (0,04023)
Ko 0,42833  (0,00433) A -0,0008 (0,00003)
K3 6,960949 (0,12174) A2 0,00908 (0,00253)
o1 0,006583 (0,00017) A3 -0,2681  (0,0235)
09 0,021357 (0,00142) 60 0,0106 (0,00497)

son estadisticamente significativos y estdn en linea con los resultados resefiados en
Cortazar et al. (2007). El filtro de Kalman usado para esta estimacion, permite obtener
al mismo tiempo las variables de estado para todo el periodo de la muestra. Tanto los
parametros estimados como estas variables son considerados como los pardmetros y
variables verdaderas para la segunda etapa de estimacion, por lo que son fijos en esta

parte del modelo.

Dada la eleccién del nimero de factores descrita en el capitulo anterior, se tiene en
esta segunda etapa un modelo de 8 factores de los cuales 3 fueron estimados previamente
y pasan a formar parte del input del modelo. Para mantener la coherencia de la estimacion
se disponen las observaciones diarias desde la de mejor clasificacion crediticia a la peor,
mientras que los factores se ordenan de tal forma que los primeros corresponden a la
curva libre de riesgo (considerados fijos), luego el factor comin entre papeles con riesgo
y finalmente los factores especificos de cada clase. De esta forma, los pardmetros con
subindice 4 corresponden al factor comun entre clasificaciones y los 5, 6, 7 y 8 a las
clasificaciones AAA, AA, Ay BBB respectivament
7Para mantener la estabilidad de las curvas en el corto plazo, se incluye como punto de partida de la

estructura, el promedio a 1 afio de las curvas generadas en los dltimos 7 dias. Esta ancla permite reducir
en un 70 % la sobreestimacion de la volatilidad de los datos de corto plazo.



TABLA 5.4. Estimacion de pardmetros Segunda Etapa para usando el periodo
01/01/2003 a 31/12/2006. Entre paréntesis se muestra la desviacion estdndar del

€IT0T.

Parametro Estimacion Parametro Estimacion

VaAA 0,00254383  (0,0005) P73 -0,0096813  (0,6946)
Vaa 0,00284541 (0,0001) 083 0,00030509 (0,3745)
VA 0,00277438 (0,0001) P54 -0,1085955 (0,1752)
VBBB 0,00190698 (0,0000) Dé4 -0,30985569 (0,0050)
VAncla 0,01092216 (0,0003) P4 -0,18374735 (0,0622)
K4 0,24726199 (0,0043) P34 -0,16820467 (0,0335)
K5 4,11788732 (0,0401) 065 0,05989033 (0,3381)
K6 2,61541273 (0,0048) 075 0,00401495 (0,1194)
K7 2,97551708 (0,0223) 085 0,02606305  (0,235)
Kg 2,94337642 (0,0800) P76 0,00524886 (0,1000)
o4 0,01881462 (0,0003) 036 -0,00542866 (0,0865)
g 0,33152723 (0,0208) P87 -0,00268305 (0,2060)
o 0,43487769 (0,0048) A4 -0,00135251 (0,0000)
o7 0,33622219 (0,0031) A5 0,07399285 (0,0013)
0s 0,36717598  (0,0090) A6 0,00326244  (0,0008)
P41 0,02380569 (0,1738) A7 -0,06822559 (0,0014)
P51 0,26259078 (0,1880) Ag -0,05688807 (0,0108)
Pe1 0,22083723 (0,0493) VAAA -0,12591521 (0,0206)
P71 0,25417274 (0,2394) 6% an 0,03207525 (0,0007)
P81 -0,04303242 (0,1071) YaA -0,16288219 (0,0092)
P42 -0,98649389 (0,0891) %4 1,16747706 (0,0266)
P52 -0,2549835 (1,7343) 8%4 0,03249442 (0,0002)
P62 0,15141641 (0,3293) Ya -0,35901622 (0,0098)
P72 0,16261586 (0,3124) 0% 1,03211147 (0,0608)
Ps2 -0,02596767 (0,2667) &9 0,01030767 (0,0006)
043 0,24538857 (0,2709) YBBB -0,11069008 (0,0171)
P53 -0,8044074 (3,2784) %85 2,00977049 (0,0868)
P63 0,28830856 (0,6524) 0%nn 0,01460092 (0,0056)

53
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La tabla entrega los resultados obtenidos en la segunda etapa del modelo. Ella
permite observar ciertas caracteristicas relevantes como los coeficientes 7y, que indican la
correlacidn directa existente entre la tasa de un papel con riesgo y la tasa de papeles libres
de riesgo. Para todas las clasificaciones se comprueba una relacion negativa indicando que
para un mayor nivel de tasas los spreads se contraen, consistente con la evidencia empirica
encontrada en |Longstaff y Schwartz| (1992) y |Duffee (1998) para el mercado de Estados
Unidos.

Por otro lado, los parametros p registran las correlaciones entre las variables de estado.
De esta forma, los coeficientes que relacionan las tres primeras variables de estado y
el resto, dan cuenta de la correlacién indirecta entre los papeles con riesgo y la curva
libre de riesgo estimada, medida a través de la relacion entre los factores que determinan
ambas variables. Sus desviaciones estandar revelan que no es posible obtener conclusiones
certeras acerca de ellas, sugiriendo que probablemente toda la correlacion entre el spread
y la tasa libre de riesgo es cubierta mediante los coeficientes . Finalmente las bajas
desviaciones estandar del resto de los pardmetros revelan que el modelo planteado para

el spread de cada clase estd bien especificado.

5.2.2. Ajuste del Modelo a las Transacciones dentro de la Muestra.

A continuacion se analiza el ajuste del modelo a las transacciones observadas dentro
del periodo de la muestra. Para realizar este andlisis el primer paso consiste en observar
la forma de las curvas de tasa generadas por el modelo, las curvas de spread implicitas
y finalmente obtener los errores promedio calculados al valorizar los instrumentos

observados dia a dia.

En primer lugar se presenta en un mismo grafico las curvas para cada clase, en
conjunto con la curva libre de riesgo para distintas fechas de la muestra. En paralelo se
muestran las estructuras de spreads generadas para cada una de estas fechas para poder
comparar tanto el nivel de tasas estimado por el modelo como la estabilidad de las curvas

de spreads implicitas.
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FIGURA 5.1. Curvas Cero Cupén y Curvas de Spread por clasificaciéon de riesgo

para el 06/12/2006
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FIGURA 5.3. Curvas Cero Cup6n y Curvas de Spread por clasificacion de riesgo

para el 29/06/2005

Las figuras [5.1] a [5.4] permiten visualizar la relacién entre las curvas estimadas. En

primer lugar podemos observar la correspondencia que mantienen todas las curvas con la

estructura libre de riesgo, generando spreads crecientes o decrecientes segun la fecha y

tendiendo a un nivel de largo plazo estable a lo largo de la muestra. Esta es una de las

bondades conseguidas mediante la estimacion conjunta de curvas riesgosas con la curva
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libre de riesgo, pero en este caso es una caracteristica que se consigue con la metodologia

de estimacion en 2 etapas propuesta en esta tesis.

Otra caracteristica importante que se observa corresponde a la relacion de orden
entre las curvas de clasificaciones distintas. Estas mantienen consistencia con la teoria
que predice que papeles con mds riesgo estan sometidos a mayores spreads. Esto se
comprueba para todas las clasificaciones usadas en la muestra, en todas las fechas. Para
lograr esta relacion de orden es fundamental la estimacion multi-familia, ya que esta
permite que incluso si no hay transacciones de una clase en alguna fecha, las correlaciones
histdricas actualicen la informacion de la curva correspondiente, manteniendo la relacién

consistentemente para el mediano y largo plazo.

Las fechas escogidas para ejemplificar los resultados obtenidos en la muestra,
pretenden graficar como se comporta el modelo frente a distintos escenarios de tasas.
Tomando como proxi del nivel de tasas, la curva libre de riesgo, la figura [5.5] permite
comparar el nivel y pendiente de ésta para 1, 5 y 15 afios en las mismas fechas antes
mostradas. Definiendo como base la estructura de curva libre de riesgo del 06/12/2006,
una de las dltimas fechas dentro de la muestra, el resto de las fechas fueron escogidas
para representar estructuras distintas. De esta forma, el 06/06/2006 se tiene un nivel de
tasas mas alto, el 07/09/2005 se tiene una estructura de menor nivel que la estructura base
y finalmente el 09/08/2004 se tiene una estructura con una marcada pendiente positiva a

medida que se avanza en madurez.
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FIGURA 5.5. Curva Cero Real por afios para distintas fechas dentro de la muestra

De la comparacion de las primeras tres figuras, se observa que las diferencias en el
nivel de tasas no generan grandes cambios en las estructuras de spreads implicitas en las
tasas de bonos riesgosos. Sin embargo la elevada pendiente de la curva libre de riesgo el
09/08/2004 muestra curvas de spreads descendientes en los plazos, posibilitando mantener

la estabilidad de las tasas riesgosas a lo largo de los plazos de la curva.

Una vez analizadas las curvas cero cupon generadas por el modelo y sus
interrelaciones, podemos comparar el nivel de ajuste logrado con las curvas de papeles con
riesgo. En primer lugar se plantea un andlisis grafico, observando las curvas cero cup6n
en conjunto con la representacion de los bonos empresariales como un bono de descuento
usando su duracién de Macaulay. Se decide realizar de esta forma el anélisis debido a que
los papeles de una misma clasificacion presentan tablas de desarrollo muy distintas y con
tasas de emision diferentes lo que impide obtener una curva de tasas aproximada que sea
aplicable a todas las observaciones. La representacion como bono de descuento agrega un

cierto nivel de error, dado que se trata de una aproximacion de primer orderﬁ

81dealmente el spread debe ser obtenido sustrayendo las tasas de papeles con los mismos flujos y en los
mismos plazos. Como no siempre es posible encontrar papeles de gobierno con flujos similares a los papeles
privados, una buena aproximacion para el spread se logra restando la tasa del bono riesgoso a la estructura
cero cupon vigente, usando como plazo la duracién de Macaulay del papel con cupones.
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FIGURA 5.7. Curvas Cero Cup6n y transacciones por clasificacion para el 06/06/2006
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Las figuras[5.6]a[5.9|muestran que el modelo genera curvas que se ajustan con un nivel
de error reducido a las transacciones de bonos riesgosos. De esta forma para los distintos
niveles de tasas analizados, el modelo genera curvas cero cupén que permiten descontar
los flujos de los bonos de cada clasificacion obteniendo valorizaciones consistentes con
las observaciones del dia. Una vez mas, esta caracteristica se logra gracias a la estimacion
en dos etapas, puesto que en el segundo paso, s6lo se ingresan observaciones de bonos con
riesgo, lo que permite que s6lo con dos factores por clasificacion, el modelo sea capaz de

ajustar suficientemente bien las observaciones diarias.

Asimismo, de las figuras anteriores se observa que incluso cuando no existe ninguna
transaccion para alguna clasificacion, la estimacion conjunta entre clasificaciones permite
que las curvas generadas tengan formas similares entre si, de modo de evitar cruces entre
ellas que generarian spreads mayores para una clasificacion de riesgo menor. Esto, junto
al modelo dindmico para la tasa de cada clase, permite obtener curvas consistentes tanto
en la serie de tiempo como en el corte transversal a través de las clasificaciones. Por tanto
los spreads estimados se condicen con los niveles de spreads mostrados por los datos
resumidos en la tabla[5.2] donde un mayor riesgo de una determinada empresa genera en

promedio spreads mayores en sus papeles.

Ya examinadas las curvas creadas por el modelo, se mide el ajuste del mismo a las
observaciones dentro de la muestra, para esto se calculan dos medidas de bondad de
ajuste. La primera de ellas es la raiz del error cuadratico medio (RMSE) obtenido segin

la féormula:

n

RMSE = | > (TIR!, ., — TIR

n modelo observada)
=1

(5.2)

La segunda medida es el sesgo. Este se obtiene como el promedio de la diferencia
entre la TIR del modelo y la observada. De esta forma, obtener un valor positivo significa
que el modelo sobrestima en promedio las observaciones, y por lo tanto tendria un
sesgo positivo. La tabla 5.5 resume los resultados obtenidos en RMSE y sesgo para cada

clasificacion de riesgo usada.
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TABLA 5.5. Indicadores de bondad de ajuste para observaciones dentro del
periodo 2003 a 2006 en puntos base (p.b.).

Clasificacion | Clasificacion | RMSE | Sesgo
Consolidada (p.b.) | (p.b.)
AAA AAA 15,29 | 0,72
Promedio AAA 15,29 | 0,72
AA+ 25,05 | 4,72
AA AA 28,70 | 1,10
AA- 38,15 | -0,75
Promedio AA 3347 | 0,70
A+ 30,60 | 6,84
A A 32,59 | 1,97
A- 32,08 | -14,88
Promedio A 31,57 | 0,89
BBB+ 45,56 | 4,40
BBB BBB 51,21 | 33,74
BBB- 7,65 1,89
Promedio BBB 40,55 | 4,85
Total con BBB 32,25 | 1,28

En promedio, la estimacion para las 4 clasificaciones logra un error de ajuste de 32
puntos base en RMSE. Sin embargo este es un promedio considerando los 4 afios de
la muestra, en el cual se incluyen distintos estados del ciclo econdmico, lo cual limita
la capacidad de ajuste del modelo. De hecho un andlisis por afio muestra que el RMSE
es consistentemente decreciente en el tiempo, llegando a 18 puntos base el afio 2006,
resultado explicado por una mayor liquidez general del mercado, lo que permite obtener

estimaciones mas certeras.

Por otro lado una mirada a los sesgos al interior de las clasificaciones AA y A
denota que en principio el mercado diferencia la clasificacion crediticia de un papel en
su segundo nivel de calificacion, dado que para estas clasificaciones se cumple que el
modelo sobrestima las transacciones de mejor clasificacion (AA+ y A+) y subestima las
de peor clasificacion (AA- y A-). De esta forma, para estas clasificaciones, el modelo

podria ser aplicado en una segunda iteracion, considerando las transacciones dentro de
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una unica clasificacion consolidada. Sin embargo, para la clasificacion BBB no se cumple
este orden 16gico, lo que en conjunto con el mayor sesgo presentado por esta clasificacion
deja entrever que la separacion por clasificacién podria no ser la mejor diferenciacion a
este nivel o al menos que no es capaz de reunir todos los factores que la afectan. Si no se
consideran estas transacciones, se obtiene un promedio de 30 puntos base en RMSE y un

sesgo de 0,87 puntos base.

Otra forma de evaluar el desempeno del modelo es observar su comportamiento fuera
del periodo de estimacion. Como periodo fuera de muestra se usa el afio 2007. La tabla
[5.6] resume los resultados obtenidos para las medidas de bondad de ajuste calculadas

anteriormente.

TABLA 5.6. Indicadores de bondad de ajuste para el periodo 2007.

Clasificacion | Clasificacion | RMSE | Sesgo
Consolidada (p.b.) | (p.b.)
AAA AAA 11,98 | 0,07
Promedio AAA 11,98 | 0,07
AA+ 9,79 | -0,90
AA AA 12,33 | -1,02
AA- 14,17 | -2,31
Promedio AA 12,57 | -1,61
A+ 19,49 | 6,45
A A 13,02 | 2,08
A- 16,11 | 4,95
Promedio A 16,67 | 4,62
BBB BBB+ 11,16 | 6,40
BBB- 3,04 | -0,81
Promedio BBB 6,88 1,58
Promedio Total 13,17 | 0,36

En ella se observa una disminucién de un 59 % en el RMSE promedio logrado durante
el periodo muestral, continuando con la tendencia a obtener un mejor ajuste afio a afio,
y una estimacién en promedio insesgada. Sin embargo el sesgo al interior de la clase
A aumenta hasta 4 puntos base, debido a un cambio en la relaciéon de nivel de spreads

entre esta clase y la clasificacion AA, privilegiando el modelo mantener una estimacion
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insesgada en promedio. El anexo |G| detalla los cambios estructurales producidos en este

periodo y la reaccion del modelo frente a ellos.

5.2.3. Ajuste a la Estructura de Volatilidad de los Datos.

Se entiende por estructura de volatilidad a la curva que relaciona la volatilidad de
las observaciones para distintos plazos. En un modelo dindmico, un buen ajuste de esta
estructura es fundamental para lograr una correcta representacion de las observaciones,
puesto que la volatilidad de las variables de estado estd directamente ligada a la férmula
de valorizacion. Por otro lado este ajuste en volatilidad determina que la actualizacion
en serie de tiempo de los datos, cuando no existen observaciones, sea consistente
con las variabilidades y correlaciones observadas histéricamente, logrando una mayor
credibilidad en las predicciones del filtro ante la ausencia de observaciones, pues es una

medida de la estabilidad de las mismas.

El anexo[H/muestra que para el modelo planteado, dada una dindmica del tipo Vasicek
en las variables de estado, la estructura de volatilidad instantdnea para los retornos de un
bono, puede ser obtenida segtin la formula[5.3]

5 VX e kit — 1 e kit — 1
0,(t) = Zzgiajpij ( ki ) ( i ) (5.3)

i=1 j=1

Por otro lado, para calcular la volatilidad de los datos se usa la aproximacion propuesta
por Cortazar et al.|(2007), donde se plantea una metodologia para aproximar la estructura
de volatilidad empirica en un mercado con paneles incompletos. Para ello se agregan las
transacciones en intervalos de madurez, calculando el promedio diario de cada intervalo
y luego se obtiene la desviacion estdndar de las diferencias de observaciones diarias para
cada uno de estos grupos. Adicionalmente se calcula la duracién promedio del intervalo,
generando la estructura como si fuera la volatilidad de un bono de descuento con madurez
igual a esta duracion. Debido a la gran diversidad en los flujos de los bonos usados, estos
se agrupan por su duracion de Macaulay, para considerar de antemano su representacion

como bono cero cupdn. De esta forma se puede comparar esta estructura de volatilidad
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con la de la estructura cero cupon generada por el modelo. Dado el proceso de reversion

a una media de largo plazo, supuesto para la tasa de un bono con riesgo, la estructura de

volatilidad deberia presentar una forma decreciente.
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FIGURA 5.10. Estructura de Volatilidad Empirica v/s Tedrica para clasificacion AAA
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FIGURA 5.11. Estructura de Volatilidad Empirica v/s Tedrica para clasificacion AA
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FIGURA 5.13. Estructura de Volatilidad Empirica v/s Tedrica para clasificacion BBB

Las figuras a muestran los resultados tedricos y empiricos obtenidos para
cada clasificacion de riesgo. En ellas se observa el buen ajuste de la estructura de
volatilidad logrado por el modelo para todas las clasificaciones, excepto para la BBB.
En esta ultima no se cumple el supuesto de volatilidad decreciente en los plazos. De hecho
el intervalo con mayor duracién tiene mayor volatilidad que los dos intervalos anteriores.
Para el resto de las clasificaciones el ajuste permite validar las estimaciones del filtro para
el caso en que no hay transacciones, ya que ellas estaran de acuerdo con los movimientos

historicos generados dia a dia durante el resto de los periodos de la muestra.

5.3. Analisis de los Componentes del Spread en el Modelo.

Una vez estimado el modelo y comprobado su buen desempeiio en el ajuste
de los spreads observados, es interesante analizar la contribucion de cada factor
en la determinacion del spread final. Para esto se realiza un andlisis de varianza,
descomponiéndola en los factores que la determinan. El spread del modelo para la clase

de riesgo j es de la forma:

s; =0y + Bjx1 + Bixs + B + 5w + ! (5.4)



66

donde los términos [3; estdn determinados por los parametros antes estimados y son los

detallados en la ecuacién[5.3]

, 1ot
BT = =gt (e =)
5 = i=1,2,3
B = 6)—6) (5.5)

De esta forma, si agrupamos los factores que corresponden a la curva libre de riesgo,
las covarianzas entre las variables que modelan la curva libre de riesgo y el spread por un
lado y las covarianzas entre los dos factores que modelan el spread de la clase, la varianza
total del spread modelado estd dada por la ecuacién[5.6]

3

o2 = Y (B o+ (5) 0+ (59) 02,

=1

3
+ )Y 288 cov (wi, wh ) + 2058 cov (z, Ty 5)

i=1 k=c,g
con Tej = Te i (5.6)

La ecuacion anterior permite separar la varianza del spread en 5 factores, posibilitando
el andlisis del porcentaje aportado por cada uno de ellos en la determinacion del spread
final. El primer término de la derecha corresponde a la varianza proveniente de los factores
que modelan la curva libre de riesgo (Y;.). El segundo y el tercero corresponden a la
varianza aportada por los factores del spread, el comiin (Y.) y el propio de la clase j (Y ;)
respectivamente. El cuarto término retne las covarianzas de factores que modelan la curva
libre de riesgo con los que modelan el spread (Y%), mientras que el quinto corresponde

a la covarianza entre el factor comtn y el propio de la clase j (Y,7").

Para obtener las varianzas se utiliza la estructura de spread estimada por el modelo a 1
y a 5 afios, usando todo el periodo muestral, mientras que para los factores se utilizan los

parametros y variables de estado estimadas mediante el filtro de Kalman en las dos etapas



67

de la metodologia. Las tablas [5.7) y [5.8] muestran el porcentaje de varianza explicado por

los factores anteriores.

TABLA 5.7. Porcentaje de varianza del spread modelo a 1 afio explicado por sus
factores determinantes, usando datos de todo el periodo muestral.

Clasificacion | Y}, Y. Y, Yoo Yo
AAA 2,03% | 11,02% | 38,04 % | 13,41 % | 35,49 %
AA 424 % | 18,713 % | 42,02% | 12,63 % | 22,37 %
A 21,29% | 15,11 % | 26,20% | 28,95% | 8,45 %
BBB 0,89% |2519% | 29,71 % | 9,25% | 34,95 %
promedio | 7,11 % | 17,51 % | 33,99 % | 16,06 % | 25,32 %

TABLA 5.8. Porcentaje de varianza del spread modelo a 5 afios explicado por sus
factores determinantes, usando datos de todo el periodo muestral.

Clasificaciéon | Y}, Y. Y, Yoo Yo
AAA 5,87% | 30,29 % | 10,30 % | 22,90 % | 30,63 %
AA 9,48% | 39,87% | 9,92% | 24,87 % | 15,86 %
A 3291% | 22,25% | 4,08% | 36,71 % | 4,05%
BBB 1,96% | 52,77% | 6,61% | 14,80% | 23,86 %
promedio | 12,55 % | 36,30 % | 7,73 % | 24,82 % | 18,60 %

De las tablas se observa que para el spread de 1 afio, en promedio la mayor parte de
su varianza estd explicada por el factor propio, lo que implica que en el corto plazo se
producen las mayores diferencias en los movimientos de papeles de distinta clasificacion.
El segundo factor en importancia es la covarianza entre el factor comtn y el propio de la
clase, denotando la importancia de incluir las correlaciones entre estas variables de estado
a la hora de especificar el modelo para el spread. Para la clasificacién A, sin embargo,
existe una gran influencia de la curva libre de riesgo a través de la covarianza con los
factores del spread principalmente. Esto proviene de la alta correlacion negativa reflejada

en la magnitud del coeficiente v,4, la mds alta entre todas las clases de riesgo.

Por otro lado el andlisis del spread a 5 afios muestra una mayor influencia del factor

comun en la explicacion de la varianza del spread total, en desmedro del factor propio
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cuyo porcentaje explicado baja drasticamente. Este resultado proviene de los parametros
k resultantes de la estimacion los que representan la velocidad de reversion a la media de
0 de las variables de estado en un modelo como el planteado. De la tabla [5.4] se observa
que el factor comun revierte mas lento, por lo tanto tiene mayor influencia que el factor
propio en la determinacion del spread de mds largo plazo. A su vez se observa una mayor
relevancia del factor que recoge la covarianza entre la estructura libre de riesgo y la del
spread, sugiriendo que la inclusion de los factores libres de riesgo en el modelo tienen
una mayor influencia a medida que se avanza en los plazos de la estructura, resultado que
se encuentra en linea con lo reportado en |Longstaff y Schwartz (1995), donde la duracién
de los papeles es un factor relevante en la determinacion de la correlacién entre deuda

riesgosa y libre de riesgo.

5.4. Comparacion con Otras Metodologias de Obtencion de Spreads.

En esta seccion se contrastan los resultados obtenidos por el modelo propuesto
en esta tesis con 2 metodologias alternativas, lo que permite validar que el modelo
planteado obtiene mejores resultados a la hora de superar las dificultades encontradas
para la estimacion de spreads en mercados emergentes. La primera de ellas consiste en
modelar directamente el spread sin incluir la informacion de la curva libre de riesgo en la
estimacion. La segunda alternativa corresponde a un modelo estdtico, donde no se modela
la dindmica de los spreads, sino mds bien se aprovecha la informacion histérica para
asignar el spread que mejor corresponde a un papel que no se ha transado en el mercado.
Dadas las incongruencias encontradas para los bonos de clasificacion BBB en las bases
de aplicacién de la metodologia de agrupacion por clasificacion, los contrastes se realizan

Unicamente para clasificaciones AAA a A.

5.4.1. Primera Metodologia de Estimacion Alternativa.

La primera metodologia alternativa usada para comparar los resultados obtenidos con

el modelo original es una que, también usando el enfoque estructural de Dutfie y Singleton
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(1999), modela directamente el spread que debe sumarse a la estructura libre de riesgo
para obtener la tasa R ajustada por riesgo. El objetivo de esta comparacién es validar la
estabilidad de las curvas en los plazos para los cuales no existen transacciones, debido a la
evidencia encontrada en la literatura que consigna estructuras de spreads con formas poco
creibles desde un punto de vista economico y con alta volatilidad cuando se deja de lado
la curva libre de riesgo en la estimacion (Houweling et al., 2001). Para hacer los modelos
comparables, el spread de cada clase se representa en el espacio de estados mediante 2
factores tal como en el modelo propuesto, con 1 factor comutn y uno especifico para la
clase de riesgo del papel como indica la ecuacion[5.7] De esta forma se intenta cuantificar

el trade-off entre estructuras de spreads mas estables y capacidad de ajuste del modelo.

sj = 05wy + x) + 657 (5.7)

La estimacion se realiza en forma conjunta entre clasificaciones. Las figuras |5.14{ a
muestran una comparacion de las curvas de spreads generadas por esta alternativa de

modelacién en contraste con las del modelo original, para las mismas fechas analizadas

anteriormente.
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FIGURA 5.14. Curvas de spreads de la metodologia de estimacion en 2 etapas
(modelo original) y metodologia alternativa 1 para el 06/12/2006
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FIGURA 5.16. Curvas de spreads de la metodologia de estimacién en 2 etapas
(modelo original) y metodologia alternativa 1 para el 29/06/2005
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FIGURA 5.17. Curvas de spreads de la metodologia de estimacion en 2 etapas
(modelo original) y metodologia alternativa 1 para el 09/08/2004

Las figuras muestran curvas de spread poco estables en corte transversal. Dadas las

pocas transacciones observadas en el largo plazo, la solucién del modelo original parece

ser un resultado mas conservador, desde el punto de vista de que no hay informacién

certera que justifique el descenso en el nivel de las curvas a partir de cierto plazo.
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Un problema similar es el que obtiene Cortazar et al.| (2008) al modelar de forma
independiente dos commodities usando futuros, donde uno de ellos presenta observaciones
mads largas en madurez que el otro. El problema es solucionado modelando en forma
conjunta la dindmica de ambos activos. De las mismas figuras se puede observar cémo el
método de estimacion en dos etapas soluciona el problema de extrapolacion al aprovechar
la informacion de la curva libre de riesgo, que presenta una estructura mas estable en el
largo plazo, caracteristica que se propaga a las estructuras de spreads estimadas mediante

ésta metodologia.

Para evaluar la estabilidad de las curvas de spreads generadas por ambos modelos se
calcula la desviacion estdndar de los cambios de spread diarios en los distintos plazos de
la estructura de spread derivada de ellos. La figura [5.18] grafica los resultados obtenidos

para las tres clasificaciones.
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FIGURA 5.18. Desviacién estandar de cambios de spread en las estructuras
generadas por la metodologia de estimacion en 2 etapas y la alternativa 1 de
estimacion de spreads.

Esta comparacién permite resaltar la relevancia de incluir la estructura libre de riesgo
en la determinacion de los spreads de las demds clases, pues al hacerlo se generan curvas

de spreads menos volatiles que al no incluirla. Al ser una clase més liquida, la estabilidad
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de la curva libre de riesgo contribuye en la reduccion de los cambios de spread en
las clases con menos observaciones, influyéndo mas notoriamente en los plazos largos
de la estructura, caracteristica deseable por cuanto en estos plazos no existe suficiente

informacién que valide cambios bruscos de un dia a otro.

Posteriormente se realiza una comparacion de bondad de ajuste de ambas
estimaciones, para evaluar cuanto se restringe el modelo al pedirle que mantenga una
consistencia con la curva libre de riesgo. La tabla presenta una comparacion de los
resultados obtenidos por clasificacion. En promedio se produce una disminucion en el
error de ajuste de 3 puntos base aproximadamente en la metodologia alternativa, lo que

representa una mayor capacidad de ajuste de 9 %.

TABLA 5.9. Comparacién de errores de metodologia de estimacion en 2 etapas
con primera metodologia alternativa en el periodo in sample.

Clasificacion Metodologia de estimacion | Metodologia
Consolidada | Clasificacion en 2 etapas Alternativa 1
RMSE Sesgo RMSE | Sesgo

AAA AAA 14,78 -0,12 14,51 | 0,55
Promedio AAA 14,78 -0,12 14,51 | 0,55

AA+ 23,31 5,12 21,55 | 4,56

AA AA 25,53 2,26 27,52 | 1,74
AA- 33,37 -1,28 31,29 | -2,75

Promedio AA 29,56 0,87 28,81 | -0,19

A+ 31,72 7,51 23,63 | 5,39

A A 29,52 -0,32 18,97 | -0,51
A- 30,91 -13,41 27,14 | -11,55

Promedio A 30,84 0,72 22,95 | 0,09
Promedio Total 28,19 0,68 25,62 | 0,00

Los contrastes anteriores sugieren que la metodologia de estimacion en dos etapas
genera estructuras de spreads parsimoniosas en el sentido que se logran estimaciones mas
estables en corte transversal, con una pequefia disminucion en los indicadores de bondad

de ajuste. Sin embargo se comprueba que la inclusion de los factores que modelan la curva
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libre de riesgo en la estimacion disminuye la incertidumbre de los spreads modelados ante

la ausencia de transacciones.

5.4.2. Segunda Metodologia de Estimacion Alternativa.

En este segundo contraste se busca evaluar los beneficios logrados al crear un modelo
dindmico para los spreads. Para ello, se define un modelo estatico que si bien no genera
curvas para todos los plazos propiamente tal, establece una metodologia para obtener
un vector de precios para todos los instrumentos vigentes, basandose en la informacion

historica de transacciones de mercado.

Dado que el modelo propuesto contempla el uso de informacién de la misma
clasificacion de riesgo, se definird en primer lugar una dnica clase de spread asignado
en base a la informacién proveniente de la clasificacién de riesgo, usando como spread
para un papel no transado el spread promedio de las transacciones de papeles de la misma
clasificacion ocurridas hasta un plazo de 1 afo hacia atrés. El uso del promedio se justifica
por la necesidad de usar un gran nimero de observaciones con el fin de evitar la asignacién
de spreads influenciados por eventualidades propias de la transaccion, que no reflejan las

condiciones de mercado.

Una forma de contrastar el modelo dindmico de estimacién en 2 etapas y este modelo
estatico es comparando en el momento de una transaccion, la valorizacién que hubiesen
entregado ambos en caso de que la transaccion no hubiera existido, calculando variables
de estado y spreads alternativos respectivamente, sin considerar esta observacion. Una vez
obtenidas las nuevas valorizaciones se calculan el RMSE y sesgo, comparandolas con la
transaccion real. La tabla [5.10| resume los resultados obtenidos para ambos indicadores

durante el afio 2006.

La tabla muestra una mejora tanto en RMSE como en sesgo de la capacidad de ajuste
mostrada por el modelo propuesto. Esto se explica por el uso de un modelo dindmico en
lugar de spreads estaticos, donde la actualizacion de los spreads gracias a la dindmica

calibrada permite predecir con mayor exactitud el valor actual de un papel que no se
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TABLA 5.10. Comparacién de RMSE y Sesgo entre modelo de estimacién en 2
etapas y segunda metodologia alternativa (Método Estatico) para el afio 2006.

RMSE (p.b.) Sesgo (p.b.)
Clasificacion | Clasificacion | Estimacion | Método | Estimacion | Método
Consolidada en 2 etapas | Estatico | en 2 etapas | Estatico
AAA AAA 27,17 28,80 2,80 4,39
Promedio AAA 27,17 28,80 2,80 4,39
AA+ 19,24 33,52 7,64 9,90
AA AA 23,09 30,85 0,14 1,03
AA- 21,10 32,47 -1,74 -3,24
Promedio AA 21,50 32,12 0,36 0,25
A+ 29,82 38,01 6,61 18,42
A A 33,76 50,05 14,06 35,81
A- 37,96 34,80 -21,91 -8,75
Promedio A 33,61 44,31 5,04 22,40
Promedio Total 26,57 36,03 2,14 7,71

ha transado hace largo tiempo. En sesgo se produce una disminucion de un 72 % con
respecto al alcanzado por el metodo estatico, el que se hace mds patente precisamente en
las clasificaciones con menor nimero de transacciones, confirmando que la estimacion de
una dindmica conjunta entre ellos ayuda a obtener una mejor actualizacion de spreads, y

con ello aprovechar de mejor forma la informacién histérica disponible.

Se realiza ademds una segunda comparacion, esta vez incluyendo otra clase de spread,
denominada spread papel. Esta clase usa la informacién de transacciones del mismo papel
que se intenta valorizar, observada dentro de un plazo de un mes anterior a la fecha de
valorizacion. Asi, se busca cuantificar la mejoria alcanzada por el uso de informacion
reciente de un mismo papel, en lugar de usar informacion de la clasificacion de riesgo que

no contempla aspectos especificos de la emision en particular.

La comparacion de bondad de ajuste se muestra en las tablas y En ellas
se observa que el uso de informacién de un mismo papel obtiene mejores resultados que
agrupar datos provenientes de otros emisores, lo que era esperable, aun asi se hace patente
la mejoria alcanzada al usar el modelo dindmico por sobre el estdtico en esta sub-muestra,

logrando un nivel de sesgo similar y una reduccion de aproximadamente un 50 % con
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TABLA 5.11. Comparacién de RMSE entre spread papel y las dos alternativas de
valorizacion, modelo de 2 etapas y método estatico.

RMSE
Clasificacion | Clasificacion | Estimacion | Spread | Método
Consolidada en 2 etapas | Papel | Estatico
AAA AAA 29,20 26,91 30,72
Promedio AAA 29,20 26,91 30,72
AA+ 18,86 12,63 33,49
AA AA 22,42 13,65 31,24
AA- 20,76 10,05 32,44
Promedio AA 20,99 11,71 32,25
A+ 31,02 16,71 39,95
A A 33,83 12,67 50,14
A- 39,10 17,34 32,91
Promedio A 34,08 14,64 | 45,18
Promedio Total 26,78 15,16 36,69

TABLA 5.12. Comparacion de sesgo entre spread papel y las dos alternativas de
valorizacién, modelo de 2 etapas y método estatico.

Sesgo

Clasificacion | Clasificacion | Estimacion | Spread | Método
Consolidada en 2 etapas | Papel | Estatico

AAA AAA 1,83 1,15 2,69

Promedio AAA 1,83 1,15 2,69

AA+ 7,48 1,66 9,11

AA AA 1,21 1,32 3,16

AA- -0,49 1,43 -1,74

Promedio AA 1,35 1,44 1,57

A+ 4,95 2,41 21,54

A A 14,06 0,72 35,85

A- -20,42 3,27 -6,89

Promedio A 6,00 1,58 25,09

Promedio Total 2,88 1,45 9,16

respecto al RMSE adicionado ante la ausencia de transacciones. Sin embargo la poca
liquidez del mercado hace que este spread papel pueda ser usado en menos de la mitad de

las valorizaciones del ano.
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La tabla [5.13] muestra una descripcién del nimero de papeles valorizados por cada
clase de spread durante el afio 2006. Las observaciones del mercado representan en
promedio un 2,6 % de las valorizaciones del afio, lo que justifica la creacién de un método
confiable para cuando no se dispone de ellas. Por otro lado se observa que en total un 62 %
de las valorizaciones se realizan sin usar informacion directa del papel transado, resaltando
la importancia de contar con un método que logre aprovechar de la mejor forma posible
la informacion de la clasificacion de riesgo para obtener valorizaciones confiables cuando

estos papeles no se transan.

TABLA 5.13. Numero de valorizaciones por clase de spread del modelo estéatico
durante el afo 2006 de bonos empresariales en UF dentro de la muestra.

Clasificacion | Clasificacion | Transaccion | Spread Papel | Spread Clas. | Total
Consolidada N % N° % N° % N°

AAA AAA 181  (2,1) | 3.607 (41,5)| 4904 (56,4)| 8.692

Total AAA 181 (2,1) | 3.607 (41,5) | 4.904 (56,4) | 8.692

AA+ 125  (2) | 1.848 (29,9)| 4207 (68,1)| 6.180

AA AA 314 (2,1) | 4564 (31,1) | 9.808 (66,8) | 14.686

AA- 483  (2,5) | 6.387 (33,1) | 12.423 (64,4) | 19.293

Total AA 922  (2,3) | 12.799 (31,9) | 26.438 (65,8) | 40.159

A+ 227  (24) | 3.284 (34,3)| 6.051 (63,3)| 9.562

A A 294 (8,9) | 1.953 (58,8) | 1.072 (32,3)| 3.319

A- 86 (2,1) | 1.604 (39,7)| 2.354 (58,2) | 4.044

Total A 607 (3,6) | 6.841 (40,4) | 9477 (56) | 16.925

Total General 1.710 (2,6) | 23.247 (35,3) | 40.819 (62,1) | 65.776

Finalmente, los contrastes anteriores sugieren que, de ser el objetivo la creacion de un
vector de precios para bonos empresariales, la mejor solucion seria una combinacion de los
métodos, que aprovechara los beneficios de usar informacion del mismo papel y actualizar
la informacién con mayor antigiiedad para reflejar de mejor forma las condiciones actuales

del mercado mediante el modelo dindmico de estimacion en 2 etapas propuesto.

5.5. Analisis de Spreads del Mercado Chileno.

Los resultados y comparaciones de las secciones previas permiten validar el método

propuesto en esta tesis para la estimacion de spreads en el mercado chileno. En esta seccion
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se busca caracterizar los spreads del mercado nacional aprovechando los resultados
obtenidos por el modelo. En primer lugar se caracterizan los spreads empiricos y los del

modelo tanto en media como desviacion estandar.

TABLA 5.14. Comparacién de Spreads Empiricos v/s Spread Modelo por afio
dentro de la muestra.

Ano | Clasificacion Promedio Desviacion Estandar
Consolidada | Empirico | Modelo | Empirico | Modelo
AAA 095% | 097% | 0,37 % 0,31 %
2003 AA 2,09% | 2,17% 1,11 % 0,99 %
A 2,64% | 2,56% | 0,81 % 0,70 %
BBB 321% | 3,31% 1,39 % 1,24 %
Promedio 2003 230% | 2,34 % 1,25 % 1,16 %
AAA 0,55% | 0,54% | 0,24 % 0,17 %
2004 AA 1,21 % 1,19% | 0,49 % 0,37 %
A 1,43 % 1,40% | 0,74 % 0,65 %
BBB 2,02% | 2,11% | 0,70 % 0,49 %
Promedio 2004 1,27 % 1,26% | 0,68 % 0,61 %
AAA 0,57% | 0,58% | 0,25% 0,21 %
2005 AA 0,9% | 099% | 0,42 % 0,29 %
A 1,17 % 1,19% | 0,44 % 0,43 %
BBB 1,86 % 1,85% | 0,88 % 0,61 %
Promedio 2005 1,05 % 1,06% | 0,56 % 0,48 %
AAA 043% | 045% | 0,30% 0,29 %
2006 AA 1,00 % 1,01% | 0,32% 0,27 %
A 1,08 % 1,13% | 0,41 % 0,39 %
BBB 1,69 % 1,68% | 0,66 % 0,59 %
Promedio 2006 1,03 % 1,05% | 0,48 % 0,45 %
AAA 046% | 046% | 0,18% 0,19 %
2007 AA 0,67% | 0,65% | 0,16% 0,13 %
A 0,81% | 0,85% | 0,21 % 0,22 %
BBB 1,13 % 1,14% | 0,35% 0,37 %
Promedio 2007 0,72% | 0,72% | 0,26 % 0,26 %
Promedio Total 1,19 % 1,20 % 0,82 % 0,78 %

De la tabla [5.14] se confirma el bajo nivel de error alcanzado y el correcto ajuste a
la volatilidad de los datos. A su vez se observa una disminucion general en los niveles

de spread afio a afio, lo que coincide con una tendencia de alza de tasas en el mercado,
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resultado que confirma la correlacion negativa entre tasas riesgosas y libres de riesgo

encontrada en los pardmetros.

La figura [5.19) grafica la serie de tiempo tomando dos puntos de la estructura diaria
a 5y 20 afios de plazo dentro del periodo 2003-2007. Esto permite observar el desarrollo

temporal de los spreads en la parte corta y larga de la estructura.
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FIGURA 5.19. Serie de tiempo de spreads a 5 y 20 afios del modelo de estimacién
en dos etapas dentro del periodo de la muestra.

En las figuras se observan dos puntos relevantes, el primero dice relacion con
una reduccion general del spread a 5 afios observado entre los afios 2003 y 2007.
Esto estd directamente relacionado con la estabilizaciéon de la economia nacional y el
consiguiente aumento de las emisiones empresariales como alternativa de financiamiento,
lo que hace que el mercado las vea como inversiones menos riesgosas, reduciendo los
spreads asociados. En este mismo sentido se observa también una notable reduccion de la

volatilidad de los spreads, especialmente para las clasificaciones de mayor riesgo.

El segundo punto corresponde a la evidente estabilizacion de los spreads de largo
plazo. En el gréfico de la derecha se observan series de tiempo practicamente planas para
todas las clasificaciones y con una baja volatilidad. Este hecho tiene sentido por cuanto es
mds dificil predecir variaciones en el nivel de riesgo de una emision en plazos tan largos. A
su vez se observa una separacion de los spreads de clasificaciones AA y A a partir de fines
del afio 2004, debido a un aumento de los spreads de clasificacién A, confirmando que el

mercado diferencia el nivel de riesgo de los papeles en base a su clasificacion crediticia.
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A continuacién se realiza un anélisis de la inclinacién de las curvas de spread por
clasificacion y por afio. Para aproximar la inclinacién, se calcula diariamente la variacion
anual promedio que explica las diferencias entre las curvas de spread a 2 y 20 afios de cada
clasificacion. La tabla muestra los resultados obtenidos.

TABLA 5.15. Inclinacién de las curvas de spreads por clasificacion, aproximada
como la variacién anual promedio que explica las diferencias entre spreads diarios
a 2y 20 aios. La tabla resume la media aritmética para cada afio en puntos base.

Clasificacion | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | Total

AAA -3,59 | -2,01 | -0,60 | 0,61 | -2,55 | -1,62
AA -8,94 | -2,84 | 0,81 | 0,79 | 0,60 | -1,91
A -11,39 | -5,26 | 1,16 | 2,50 | 3,72 | -1,85
BBB -4,98 | 3,21 | 496 | 4,63 | 6,12 | 2,80

Libre de Riesgo | 18,89 | 18,83 | 8,11 | 2,21 | 3,27 | 10,28

De la tabla se observa el descenso de la pendiente de las estructuras diarias generadas,
llegando a menos de 1 punto base en promedio para las clasificaciones AAA y AA en
los dos ultimos afios del periodo dentro la muestra. Estos afios también se comprueba una
mayor variacién para las clasificaciones de mayor riesgo, principalmente motivada por
un aumento en la incertidumbre de las emisiones de mayor plazo. Las altas pendientes
negativas durante los dos primeros afios, se explican por una aun més fuerte pendiente
positiva de la curva libre de riesgo, la que se estabiliza a partir del afio 2005. El afio 2007
sin embargo se produce un revertimiento de la tendencia, presentando un mayor cambio
entre el spread de corto y largo plazo, tanto para las curvas riesgosas como para la libre
de riesgo, excepto para la clasificacion AA, cuya inclinacién practicamente no varia con
respecto al afio anterior. En particular, se observa que para las clasificaciones mas riesgosas
se producen los mayores aumentos en la inclinacion de la curva, consignando que estas

emisiones son las que mds reaccionan ante periodos de alta inestabilidad econémica.
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Capitulo 6. CONCLUSIONES.

Esta tesis propone una nueva metodologia de estimacion para spreads de papeles con
riesgo mediante un modelo dindmico multifactorial del tipo Vasicek. Esta metodologia
busca resolver los problemas de alta incertidumbre y baja bondad de ajuste experimentados
por otros modelos de estimacién de spreads. Para ello se plantea una variacién de la
estimacion conjunta entre tasas de bonos con riesgo y libres de riesgo que permite
enfrentar los problemas ocasionados por diferencias notables de liquidez entre ambos
mercados. Asimismo, se propone una estimaciéon conjunta entre clases de spread que
permite por un lado plasmar las diferencias registradas por papeles pertenecientes a clases
distintas y aprovechar por otro correlaciones en sus movimientos para usar la mayor
cantidad posible de informaciéon contemporanea a la hora de actualizar spreads de papeles

no transados.

Para probar el modelo se aplica a una muestra de bonos empresariales sin opcion de
prepago del mercado chileno. Los resultados arrojan que la metodologia de estimacion
propuesta permite obtener estructuras de spreads consistentes para todos los plazos,
gracias a la influencia de la curva libre de riesgo en la determinacion de las curvas por
clasificacion. De esta forma se logra tener una mejor estimacién tanto de la curva libre
de riesgo como de las curvas de spreads al reemplazar la estimacién conjunta por una
metodologia de estimacion en 2 etapas donde los parametros de la primera influyen en
la determinacién de los pardmetros de la etapa que le sigue. Esta separacion es posible
toda vez que una de las clases que se requiere estimar en forma conjunta posea suficiente

informacion para estimar consistentemente los pardmetros relacionados a ella.

Por otro lado, la estimacién multi-familia permite generar curvas de spread
consistentes entre ellas, de modo de evitar cruces en las curvas no determinados por los
datos, evitando con esto asignar un mayor spread a papeles con menor riesgo relativo
que otros. Si bien en teoria una estimacion conjunta disminuye la capacidad de ajuste del

modelo, los resultados obtenidos confirman que se obtienen niveles de error acotados y de
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un orden de magnitud similar a los encontrados al usar otras metodologias alternativas de

estimacion de spreads.

La aplicacién al mercado de bonos empresariales chileno, demuestra que el mercado
valoriza de forma distinta bonos con clasificaciéon de riesgo diferente, validando esta
separacion para crear clases de riesgo dentro de la muestra. Sin embargo los resultados
obtenidos para la clasificacion BBB no son concluyentes por cuanto no presentan una
estructura de volatilidad factible de ser ajustada por el modelo y presentan ciertas
inconsistencias en su segundo nivel de clasificacion, lo que sugiere que se necesita

considerar otros factores por sobre la clasificacion crediticia para modelarlos.

El andlisis de los pardmetros obtenidos de la calibracion del modelo revela la adecuada
especificacion del mismo. De ellos se comprueba una correlacidon negativa entre la curva
libre de riesgo y los spreads, en concordancia con la evidencia empirica encontrada en
mercados desarrollados. El modelo permite estimar la dindmica de las clasificaciones de
riesgo en forma conjunta, identificando las correlaciones entre ellas, lo que posibilita
un mejor aprovechamiento de la informacion de corte transversal para actualizar las
estructuras en plazos donde no existen observaciones. Esto implica un mejor uso de la
informacién con mayor antigiiedad, sin embargo la comparacion con el modelo estdtico
deja claro que el uso de informacién reciente de una misma firma entrega mejores

valorizaciones en la medida en la que esté disponible.

Analizando los spread estimados por el modelo, se demuestra una estabilizacion de
los spreads observados en el mercado chileno y una disminucién general en su nivel,
probablemente debido a las buenas condiciones generales de la economia nacional, lo
que ha hecho mas liquido el mercado tanto de deuda gubernamental como privada. Se
comprueba que el modelo obtiene una mejor bondad de ajuste frente a estas condiciones
actuales. En este sentido, una posible mejora al modelo planteado seria el uso de
volatilidad estocdstica en los procesos que gobiernan las variables que modelan el spread,
lo que pudiera permitir un mejor desempefio, al ajustarse a los cambios de volatilidad

registrados durante los afios de la muestra.
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El modelo en consecuencia es un aporte en el sentido de que permite obtener
estimaciones poco voldtiles de los spread que se ajusten a las observaciones del mercado.
Desde este punto de vista, se da lugar a paneles de datos completos que permiten
utilizar métodos estadisticos para identificar los factores que determinan los spread entre

clasificaciones, su pendiente y su relacion con otras variables descriptivas de las firmas.

Investigaciones posteriores podrian considerar la aplicacion del modelo a bonos con
opcion de prepago. Para ello existen dos alternativas factibles. La primera implica usar
informacién de una unica clasificacion, donde las clases de riesgo estén representadas
por bonos con y sin opcién de prepago, existiendo una o mds variables que modelen el
spread entre ellas. La segunda alternativa es aplicar el modelo tal cual como se plantea en
esta tesis, pero usando informacién de bonos con prepago para calibrarlo. De ser posible
evaluar esta opcion, puede usarse tasas ajustadas por este valor (option adjusted) para
incluir informacién de ambos mercados aumentando el nimero de papeles usados para
estimar el modelo. En ambos casos seria necesario un estudio previo de la relaciéon que
existe entre bonos con prepago de una misma clasificacion para validarla como alternativa
de separacion o buscar otro topico que permita agrupar de mejor forma papeles con riesgo

similar.

Otra extensidn tiene que ver con la creacién de una tercera etapa del modelo, en la
cual se analicen los residuos generados por el mismo para identificar posibles errores
sistemdticos que puedan ser modelados. En este sentido, los resultados obtenidos en esta
tesis demuestran que al menos el segundo nivel de diferenciacion en la clasificacion de
riesgo debiera ser tomado en cuenta para llevar a cabo este andlisis. Para hacerlo una
alternativa es simplemente reestimar el modelo usando informacién unicamente de la
clase, donde la primera etapa del modelo incluiria las variables de estado estimadas para
la clasificacion consolidada y la segunda permitiria dar cuenta de las diferencias al interior

de ella a través de la variable propia de la clase.

Sin duda una desarrollo importante seria hacer frente a la modelacion de las curvas

cuando la madurez de los papeles es menor a 1 afo. Desde este punto de vista seria
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necesario identificar los factores que rigen los movimientos de la curva libre de riesgo
en el corto plazo, para luego poder proponer una forma de modelar el spread en este sector
de la curva. No se encuentra evidencia de que al poseer una curva libre de riesgo creible

en estos plazos, el método no sea aplicable directamente.

Finalmente se deja planteada la aplicacion de la metodologia a la modelacién de otros
papeles con riesgo como letras hipotecarias (mortgages) o swaps. Ambos instrumentos se
encuentran tremendamente ligados a la curva libre de riesgo, lo que hace prever que esta

metodologia seria exitosa en la creacion de curvas consistentes para valorizarlos.
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ANEXO A. PLANTEAMIENTO ESTRUCTURAL DE LOS MODELOS DE
NELSON-SIEGEL Y SVENSSON.

A.1. Modelo de Nelson-Siegel.

El modelo planteado en |Nelson y Siegel (1987) entrega una representacion

paramétrica para la tasa forward en el tiempo 1" dada por la ecuacion:
_r T _z
f(T) = Bo+ Bre” = +52?€ T (A.1)

Esta tasa forward puede ser integrada para obtener la tasa spot del modelo.

T
|
R(T) = = [ f(s)d (A2)
T! sS)as
R(T) = fo + b (1—6*5) %Jr@ ((1—55)%—@4) (A3)

Los parametros [y, 31 y 32 representan los coeficientes de los componentes de largo,
corto y mediano plazo que permiten que el modelo ajuste distintas formas de la estructura

de tasas de interés, donde:
R(0) = Bo + B R(o0) = [y (A4)

Las ecuaciones anteriores permiten interpretar los pardmetros de modo de validar
el set de pardmetros estimado mediante la minimizacién de los errores cuadréticos con

respecto a las observaciones del dia.

A.2. Modelo de Svensson

El modelo de Svensson| (1994) es una extension al modelo de Nelson-Siegel en
el sentido de que agrega dos parametros adicionales para permitir un mejor ajuste a

estructuras mas complejas, modelando la tasa forward como:

T T _r T _r
f(T) =0+ e ™ +52T—1€ Tl +53T—2€ ™2 (A.5)



Integrando se obtiene la ecuacion para la tasa spot.

R(T) = Bo+ b <1 —e_%) % + B ((1 —e_%> 51

+ s ((1-e) 2R

_Tr
— —e T

)

90

(A.6)
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ANEXO B. VALOR DE UN BONO DE DESCUENTO EN EL MODELO VASICEK
MULTIFACTORIAL PARA LA TASA LIBRE DE RIESGO.

En un modelo dinamico de tasas de interés, normalmente el valor de esta tasa se

representa como una combinacion lineal de variables de estado como en la ecuacién [B.1]

r=208"2"+ 6, (B.1)

Donde la dindmica ajustada por riesgo de cada uno de los factores = queda

determinada por la expresion:

de = —(\ + Kux;)dt + Xdw (B.2)

El término dw por su parte representa un vector de movimientos Brownianos
correlacionados tal que:

(dw)'(dw) = Qdt (B.3)

Donde cada elemento de la matriz €2, p;; representa la correlacion entre el factor ¢ y j.

El valor del bono P cuya tasa de descuento es 7 puede obtenerse aplicando el lema de Ito:
N TR

dP(x,T) = Y Prdr+ Prdl + 5 Y Proydwidu (B.4)
i=1 i=1 j=1

En la ecuacion anterior P, representa la derivada con respecto al factor =x.
Reemplazando los términos dx, usando la relacién d1' = —dt, y desechando los términos

dt con exponente mayor a 1, la ecuacion [B.4] se transforma en:

N N N
1
dP([E,T) = (— E le(/\l‘l‘lill’z) —PT—|—§ E E Pxil‘jo-io-jpij> ot
i=1

i=1 j=1
N
+ (Z ani> ow (B.5)
i=1

Por valorizacion neutral al riesgo, el drift de la ecuacion anterior debe ser igual a la

tasa libre de riesgo r, con lo cual se obtiene la ecuacion diferencial para el valor del bono,
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dada por la ecuacion

N 1 N N N
— Z Pm2<)\Z + Iiil’i) — PT -+ 5 Z Z Pxiijin,Ozj = 50 + Z 5ZIZ (B6)
i=1 i=1 j=1 i=1

La ecuacidn anterior tiene soluciones analiticas de la forma descrita en

P(z,T) = eIV a+v(T) (B.7)

Por lo tanto los valores de las derivadas en la ecuacién [B.6len funcién de los términos
w(T) y v(T) son:
P, = u(T)P
N
P, = (Z ul(T) + v’(T)) P (B.8)
i=1

Reemplazando estas ecuaciones en y agrupando términos comunes, se obtienen
las expresiones para los términos u(7") y v(T"), lo que a su vez permite definir una solucién

cerrada para el valor de un bono de descuento bajo esta modelacion.

1 —e ki
wor = o (=)

n . 1 _ —kiT
o(r) = Z@% (7’ - +) — 0T

=1

N N
1 9 0;0Pij 1—e kT 1 —ehim 1 — e (hithjr
52 > 0 = (- — B.9
T2 e <T 3 Py T LS
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ANEXO C. MATRICES DE LA ECUACION DE MEDIDA DEL FILTRO DE
KALMAN CON UNA RELACION LINEAL Y UNA LINEALIZADA.

En su forma original, el filtro planteado por Kalman (1960) supone una relacion
lineal entre las variables observables y no observables del modelo. Esto se traduce en

una ecuacion de medida dada por la expresion

Zt = Ht.ft + dt + vt Vg ~ N(O, Rt) (Cl)

El valor de un bono de descuento que paga 1 en el periodo de vencimiento 7"y su
representacion en el espacio de estados, asumiendo que estas variables siguen un proceso

de reversion a la media del tipo Vasicek, estan dados por las ecuaciones [C.2]y [C.3]
p=eT (C.2)

P, = M) X+u(T)) (C.3)

Igualando ambas expresiones, se encuentra la relacién lineal existente entre las

variables observables r y las variables de estado X.

r= —?(u(T)'X +(T)) (C4

De esta forma, las matrices para la ecuacién de medida del filtro resultan ser:

ri —uy(T)/T -+ —uy(T)/T
z = : H, = :
" " (T)/T -+ —uy"(T)/T
—o!(T)/T
dp = : (C.5)
—o™(T)/T

Donde N es el numero total de factores para modelar la tasa r y M, es el nimero de
observaciones en el periodo ¢. La ausencia de cupones, permite despejar una expresion

cerrada para la tasa r en funcién de las variables de estado donde se observa la relacion



94

lineal de éstas con la variable observable. Para el caso de un bono con cupones, su valor y

su representacion en el espacio de estados estdn dados por las ecuaciones|C.0]y

T
P=3Cie (C.6)
i=1
T
Py =3 Crem et X4o00) €7
=1

Igualando las expresiones anteriores, no es posible obtener una relacion lineal entre la
tasa r y las variables de estado X. Para resolver este asunto, Harvey (1990) propone una
extension al filtro de Kalman que permite usarlo frente a ecuaciones de medida no lineal,
linealizando la funcién que relaciona ambas variables a través de un desarrollo de Taylor
de primer orden.
of (x4)

aac; (l’t - ft\t—At) (C.8)

f(xe) = f(Z-ae) +
Tt=Ti|t—At

Donde f(x) representa la funcién que relaciona el espacio de estados con la
variable observada. La linealizacion se realiza en torno a la prediccion del filtro dada
la informacion disponible hasta t — At para asegurar que una aproximacion de primer
orden sea suficientemente aceptable. Igualando las expresiones [C.6| y y derivando

implicitamente se obtiene:

AP Or T ,
== = Zciu(ti)e(_u(ti) X+u(ti))
or Ox —
OP T
> = Z Citze i (C.9)
=1

Aplicando esta linealizacion, se obtiene la nueva ecuacion de medida linealizada.

Zt = ﬁtﬂft + Czt + V¢ Vg ~ N(O, Rt) (ClO)
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donde
h d;
P[t = Jt =
i o
[7m 1 o m,, Lm _—r(u X+v) & m,, Nym _—r(u' X+v)
Z C’mtie_mti =1 =1
=1 ’
JT = To— Htmi‘ﬂt—m To = T(i'ﬂt—At) (C.1D)

En la ecuacién |C.11, H™ y d representa el término m-ésimo de las matrices H, y
d;, ro corresponde a la tasa obtenida de evaluar la expresién en las variables de estado
estimadas por el filtro y luego igualarla a la expresion despejando la tasa r por algin

método numérico.
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ANEXO D. DERIVACION DEL MODELO CANONICO PARA LA TASA DE UN
BONO CON DEFAULT.

Se tiene un modelo para la tasa de un bono con default, cuya representacion en el

espacio de estados estd dada por la ecuacion
Rj = (L+~7)1"2" + 652 + 69"z + 6) + 67 (D.1)

Esta ecuacion presenta un modelo sobre especificado puesto que no tiene el minimo
ndmero de factores posibles para especificar el modelo. Sin embargo, como se trata de
variables no observables, es posible aplicar una transformacion lineal que permita eliminar

los pardmetros sobrantes, sin modificar las propiedades estadisticas del proceso original.

Supongamos que se desea estimar conjuntamente la tasa de dos clases distintas de
papeles con riesgo. La ecuacion escrita matricialmente para cada una de estas clases

€s:

m’/‘

%:[&5f¥] 20 | +0) =0 +8)  j=1,2 (D.2)

J
x9

Donde los términos d; y = son vectores de largo n", n® y nY segiin el superindice

correspondiente. Por simplicidad se asume n" = n®=n? =1, de forma que los componentes

de los vectores en se transforman en escalares. Si los parametros de ambas tasas R se

estiman en forma conjunta, los nuevos vectores son:

X' = [ T 4 } (D.3)
&z[&éfﬁo} (D.4)
%z[@agog} (D.5)

Con esta extension, el proceso para las variables de estado, escrito matricialmente
queda:
dX = —(A+ KX)dt + ZdW (D.6)
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donde
% (k" 0 0 0 | (6" 0 0 0
A€ 0 ¢ 0 O 0 ¢ 0 O
A= K= Y =
A9 0 0 & 0 0 0 of 0
2\ 0 0 0 kg 0O 0 0 of
L A2 ] ) | 21 | ) o2 D7)
w" I pi2 p13 pua
w* 1
W — Q= yey o— P21 P23 P24
w{’ P31 pi2 1 psa
| w | | pu pa2 paz 1]

Se requiere aplicar una matriz de transformacion P que reduzca el nimero de parametros

a estimar. Para esto se define PP como:

1/ 0 0 0 |
0 1/6¢ 0 0
P = /% (D.8)
0 0 1/6f 0
| 0 0 0 1/ ]
Usando, esta transformacion, la ecuacion puede ser reescrita segun:
R; = (6;P)(P*1X) + 5?
Aplicando esta transformacion, los nuevos vectores 5]- son:
5’1:[1110} (D.9)
dy = [ §1/8T 85/8¢ 0 1 } = [ 5 85 01 (D.10)

Las ecuaciones y muestran que al estimar el modelo en forma conjunta, no
es posible encontrar una transformacion que elimine los coeficientes de las variables de
estado comunes en el modelo, para todos los grupos, aunque esto si es factible para las

variables independientes o propias de cada grupo. Las nuevas variables de estado siguen
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un proceso dado por:

dX = PldX
= (P'A—(P'KP)(P'X))dt + (P7'S)dW

_ (X _ KX) dt + SdW (D.11)

Al ser P una transformacion invariante, las propiedades estocdsticas de las variables
no se ven afectadas. Como K& es similar a K, poseen los mismos valores propios. De la
misma forma la nueva matriz de varianza covarianza estd definida por Q) , en la ecuacién

Q=¥0ey = P(xex)P' = PQP (D.12)

Por lo tanto € resulta ser una matriz congruente a €2, lo que implica que también es
estrictamente definida positiva. De esta forma se consigue una transformacidn invariante

que lleva la expresién [D.]a la ecuacién canénica identificable

Ry = 172" +1%° + 1929 + 5!

Ry = (1+~9)1"a" +6“2° + 192§ + 65 (D.13)

Sin embargo el término 7’ es importante por cuanto es una medida de la correlacién
directa existente entre el spread y la tasa libre de riesgo. De esta forma, para lograr el
modelo final no se transformaran las variables de estado =", de modo de no alterar las
correlaciones originales. Dado lo anterior, el modelo final para las G clases de papeles con

riesgo a estimar de manera conjunta estd dado por la expresion

Ry = (149172 + 062" + 1929 + 657

con 0] = 1° j=1,...,G (D.14)
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ANEXO E. DESCRIPCION DE LAS NUEVAS MATRICES DEL FILTRO DE
KALMAN PARA ESTIMACION EN DOS ETAPAS.

La estimacion en etapas permite estimar modelos con un gran nimero de pardmetros
y observaciones sin sesgar la estimacion a ninguna de las clases estimadas, facilitando el
descubrimiento del set de parametros Optimos para cada una de ellas. Supongamos que se
tienen dos clases de variables observables que se quieren estimar en forma conjunta. Las
nuevas matrices de la ecuacion de medida se obtienen de concatenar las matrices de cada
una de las estimaciones individuales.
Z H{ HY X! d;
Jy= | —— H=| —— —— Xi=| —— di=| —— (E.1)
Z} Hi'  HY XP dy

La estimacion en dos etapas considera que las variables de estado de la primera etapa
se estiman en un primer paso en base a las observaciones de la variable que se desea
modelar con el vector de variables de estado X#, con el método de filtro de Kalman
extendido original. Esto permite que para el segundo paso, ya no sea necesario incluir las
m! observaciones de esta clase, pues sus variables ya han sido estimadas, lo que redunda
en que en este paso solo se use la parte de las matrices Z, H y d con superindice 2 de la
expresion .

Usando la separacion del vector de variables de estado donde los superindices

A y B indican las variables de estado pertenecientes a la primera y segunda etapa

respectivamente, la nueva ecuacidon de medida del filtro para la segunda etapa se escribe:

72 =H* XA+ HEXP +d®* +v v~ N(0,R) (E.2)

Tal como se vio en el anexo [C| para el caso de un bono con cupones, es necesario
usar un desarrollo de Taylor de primer orden para linealizar la ecuacion de medida, lo que

implica que la ecuacion de medida linealizada es de la forma descrita en |E.3

A

z=TIRy+ H(X - X)+v (E.3)
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Esto escrito en la forma de [E.2| queda:

2 =TIRy+ H*(X* — X*) + HP(X® — XB) +v (E4)

Como las variables de estado X“ ya fueron estimadas en el primer paso, en esta
segunda etapa no es necesario predecirlas, por lo tanto se puede imponer que la prediccion
del filtro sea exactamente igual al set de variables estimadas para este periodo, es decir que
X4 = X4, lo que hace que la submatriz 4 no sea necesaria en la ecuacién de medida al

estar multiplicada por un factor 0, quedando finalmente:

z=TIRy+HP(X? - X®)+v v~ N(0,R) (E.5)

Del desarrollo planteado anteriormente se deduce que la nueva ecuacién de medida
de la segunda etapa tiene un vector z de largo M = M — m', ya que las observaciones de
papeles sin riesgo s6lo se usan para estimar el set de pardmetros X en la primera etapa.
En tanto la matriz H linealizada corresponde inicamente a aquellas variables que serdn

estimadas en este paso, es decir es de dimension MxN con N = N —n'.

Del mismo modo la variable aleatoria v distribuye normal multivariada de dimension
M, con su diagonal correspondiente a las varianzas de los errores de medicién en las
observaciones de papeles con riesgo. Finalmente, dado que se tiene un modelo de N
factores a estimar, la matriz P de errores de estimacién tendrd dimensiéon NxN. Esto
implica que las correlaciones entre las variables de estado que modelan los papeles con
riesgo y las variables X que modelan la tasa libre de riesgo no influyen en la dindmica
del proceso seguido por este set X, pero si en la estructura contempordnea que estima el
filtro, a través del término 7'/ Ry. Recordemos que:

Ncup Ncup

TIRy =1y, | D Crett =3 Creti (E.6)
k=1 k=1
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con

n )\z 1 — e—sz
w(m) = 36 (T R ) — &r

i=1 kl ki

N N
1 2 9i0;Pij l—ekm  1—e kT 1 —e (kith)r
2 U - E.7
i 2 ;;( ) /{Jik?j (T k; kj T k; + k?j (E.7)

En conclusion, las variables de estado que modelan la curva libre de riesgo influyen
en la estimacion del set de variables para modelar las distintas clases de riesgo a través
de la tasa estimada 7'/ Iy, lo que permite registrar la relacion entre la tasa de bonos con
riesgo y la tasa libre de riesgo, obteniéndose beneficios similares a los logrados mediante

estimacién conjunta.
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ANEXOF. ELECCION DEL NUMERO DE FACTORES DEL MODELO.

Para la eleccién de los factores de un modelo, uno de los métodos mas utilizados es
el andlisis de componentes principales. En €l se busca identificar el nimero minimo de
factores que explican un porcentaje deseado de la varianza de un set de datos, reduciendo
la cantidad de variables necesarias para representar el modelo. Para ello se representa la
matriz de varianza covarianza de los datos usando sus valores y vectores propios y se
elije, ordenandolos de mayor a menor, el subconjunto que mejor explica un nivel deseado
del porcentaje total de varianza. Sin embargo, cuando existen factores comunes como
en el modelo planteado para el spread, esta metodologia no es directamente aplicable.
A continuacién se presentan dos metodologias propuestas en la literatura que pueden
ser usadas para estimar el nimero de factores comunes a usar para la especificacion del

modelo.

F.1. Modelo de Tolmasky y Hindanov.

'Tolmasky y Hindanov|(2002) proponen un método para estimar el niumero de factores
comunes a usar para modelar 2 commodities con movimientos correlacionados usando una
variacién del andlisis de componentes principales. Para ello plantean una estructura para la
matriz de correlaciones de dos clases de instrumentos distintos que correlacionan p entre
ellos. De esta forma, si C, es la matriz de correlaciones de cada uno de estos instrumentos
por separado, se obtiene una matriz de correlaciones conjunta dada por:

Cpp = Co 1C (F.1)
nC, C,

Donde si Ay V son los valores y vectores propios de la matriz C,, los vectores propios
de C,, serdn de la forma (V, V') o (V,—V') con valores propios A(1 + p) o A(1 — p)
respectivamente, lo que implica que altas correlaciones entre las clases generardn vectores

propios con movimientos conjuntos altamente correlacionados.
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De esta forma, la metodologia se aplica disponiendo las matrices de varianza
covarianza como en la ecuacién [F.1] y luego realizando un andlisis de componentes
principales. Asi, recuperando la disposicidn original, se puede separar los vectores propios
en dos partes y luego analizar graficamente su similitud con los del segundo activo,
determinando con ello el numero de factores comunes en base a la similitud de los vectores

propios parcializados.

Una critica que se realiza a este andlisis es que en general, en un andlisis de
componentes principales, el primer factor representa el nivel, por lo que el modelo

predecird siempre al menos un factor comun entre los activos analizados.

F.2. Modelo de Cortazar, Milla y Severino.

Cortazar et al. (2008) plantea un método més acabado para la estimacion de factores
comunes en un modelo de estimacién conjunta de activos correlacionados, en particular
se testea el modelo sobre dos commodities. Para ello se usa el andlisis de Partial Common
Principal Components (CPC(p)), que permite la determinacion de p factores comunes
en el andlisis de componentes principales. Para llevarlo a cabo se calculan los valores y

vectores propios de las matrices de varianza-covarianza de los activos por separado.

A= [iXafa B = 33 B0B (F.2)

Donde (3 representa los vectores propios de cada matriz y A es una matriz diagonal que
contiene los valores propios de las mismas. El método de CPC(p) postula que existe un
determinado nimero de factores comunes tales que los parametros (3 pueden ser estimados
por B = (B¢, i), donde (3, representa los vectores propios de los factores comunes y 3; los

de los factores propios de cada una de las matrices de varianza covarianza individuales.

La estimacion de estos parametros se realiza maximizando la funcién de verosimilitud

que maximiza la probabilidad de que los datos provengan de una estructura como la
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impuesta, dada por la ecuacién
L1, o) = CTJetr (50751 (detn) ™% (E3)
i=1

donde v; es la matriz de varianza covarianza estimada del activo i, con i=1,...,m.
S; representa la matriz de varianza covarianza de la muestra y n; es el nimero de
observaciones del activo i. Sin embargo como el andlisis de componentes principales
requiere de paneles completos, se tiene necesariamente que n; = n. Separando por
factores comunes y propios, maximizar la funcion anterior es equivalente a minimizar

la expresion:

m 7 P 1S, T ﬁ(l)/slﬁ(l)
=1 Lj=1 =1 "

j=p+1 K

donde r es la dimension de las matrices de varianza covarianza de los datos. El método
planteado por (Cortazar et al. (2008), evalda la funcién de verosimilitud aumentando el
ndmero de factores comunes, disponiendo finalmente de una serie de especificaciones para
el modelo. Para elegir la que mejor representa los datos se utiliza el criterio de informacién
de Schwarz (SIC), que penaliza la adicion de pardmetros al modelo segtn:

STO() = ~2log 7+ (g — ) loa(n) (©5)

c

La ecuacién anterior presenta el SIC en funcién del mayor likelihood (L.), conseguido
con el menor numero de factores comunes posible (g;), para asegurar un valor positivo de

la funciodn, facilitando la optimizacion en términos computacionales.
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ANEXO G. ANALISIS DEL COMPORTAMIENTO DEL MODELO FRENTE A
UN CAMBIO ESTRUCTURAL EN LA RELACION ENTRE CLASES
DE SPREAD.

A continuacién se presenta un andlisis del comportamiento del modelo frente a un
cambio estructural que no ha sido capturado por los pardmetros estimados. En Chile, el afio
2007 esta marcado por un periodo de inestabilidad econdmica internacional que ha traido
fuertes presiones inflacionarias al interior del pais. Esto ha llevado a un alza en el nivel de
tasas, con la consecuente contraccion de spreads en los papeles privados, principalmente
en los papeles de mayor riesgo de crédito. La tabla[G.T|muestra los indicadores de bondad

de ajuste del modelo durante este afio.

TABLA G.1. Indicadores de bondad de ajuste para al afio 2007, conseguidos por
el modelo de estimacién en 2 etapas propuesto.

Clasificacion | Clasificacion | RMSE | Sesgo
Consolidada (p.b.) | (p.b.)
AAA AAA 11,98 | 0,07
Promedio AAA 11,98 | 0,07
AA+ 9,79 | -0,90
AA AA 12,33 | -1,02
AA- 14,17 | -2,31
Promedio AA 12,57 | -1,61
A+ 19,49 | 6,45
A A 13,02 | 2,08
A- 16,11 | 4,95
Promedio A 16,67 | 4,62
BBB BBB+ 11,16 | 6,40
BBB- 3,04 | -0,81
Promedio BBB 6,88 1,58
Promedio Total 13,17 | 0,36
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Se observa un leve aumento en el sesgo de la clasificacion A. Este se explica por
un descenso de 28 puntos base en la media de los spreads de esta clasificacion, lo que
representa una disminucion de 25 % con respecto al afio anterior, principalmente motivado
por un descenso en el spread promedio de bonos subordinados de esta clasificacion, los que
bajan 52 puntos base en promedio, es decir un 37 % menor que el afio anterior. La mayoria
de estos papeles se encuentran concentrados en la clasificacion A-, 1o que provoca ademaés

que se pierda la relacion de orden experimentada al interior de la clasificacion.

El efecto de lo anterior en el modelo es el descenso en el nivel de spread de una
clase. Tal como se explica en la seccion el factor propio de las clasificaciones influye
prioritariamente en las variaciones del spread de corto plazo, mientras que para plazos
mads largos esta influencia se distribuye entre los demads factores, que toman informacion
proveniente de otras clases. En este sentido, el descenso en la clasificacion A genera un
cambio en su interrelacion con las demads clases que s6lo es captado por el factor propio

de la misma.

La tabla|G.2| muestra una descomposicion por plazos de este sesgo, donde se observa
claramente la influencia del factor individual en disminuir los spreads en el corto plazo y
el alto sesgo positivo del largo plazo generado por la influencia del factor comun, afectado
por los movimientos disimiles de las demds clases de riesgo que se estiman en forma

conjunta.

En este sentido, los resultados sugieren que si se quisiera reducir el sesgo
experimentado se necesitaria al menos un factor individual adicional que fuera capaz de
ajustar estos cambios en las relaciones de nivel entre dos clases de riesgo o bien plasmar

este cambio estructural en los parametros del modelo original.
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TABLA G.2. Desglose de sesgo por bucket de plazo de la estructura para
clasificacién A, durante el periodo fuera de muestra. Cada bucket estd compuesto
por 2 afios.

Bucket de Plazo | Sesgo
2 -6,26
3 -2,35
4 -3,54
5 -0,86
6 21,14
7 6,73
8 21,47
9 20,75
10 7,41
11 17,60
12 18,82
Promedio 4,62
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ANEXO H. DERIVACION DE LA ESTRUCTURA DE VOLATILIDAD PARA UN
BONO MODELADO CON UNA DINAMICA DEL TIPO VASICEK.

A continuacién se presenta el desarrollo para la obtencién de una férmula general
para la estructura de volatilidad de un bono modelado bajo una dindmica de Vasicek con

reversion a la media. Si se asume un proceso para el precio del bono P(z,T) del tipo:

dpP
? :,LLpdt—l—O'pdw (Hl)

Donde x representa el vector de variables de estado que modelan el precio del bono y

T es la madurez del mismo. Aplicando el lema de Tto, se obtiene:

N N N
dP 1 11 0’P 1
—:—E P, dz; ——E E dr;dr; — — Prdt H.2
P P i=1 e 2P i=1 j=1 OO T P (H-2)

Por otro lado, de la ecuacién es claro que al despreciar términos d¢ con exponente

dP dP
(7) (?) — (H3)

Luego considerando que la correlacion entre las variables de estado x; y x; es p;;, y

mayor a 1, se tiene:

combinando en se obtiene la expresion para la volatilidad de un bono modelado
bajo las variables de estado z;.

N

N
1 1
i=1 j=1
Dada la dindmica de Vasicek impuesta para las variables de estado, la representacion

en el espacio de estados para un bono de descuento es:

N
U; T;+v
P — e (H.5)



Reemplazando en se obtiene la expresién final para la estructura de

volatilidad instantdnea cero cup6n tedrica del modelo dada por [H.6

N N ki
2 6 v — 1
op = g g 00 Pij Uil con u; = - (H.6)
i=1 j=1 v
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